VECTORES EN DIFERENTES SISTEMAS DE COORDENADAS.
TRANSFORMACIONES ENTRE SISTEMAS

Sistema rectangular
Se explica respecto de tres ejes perpendiculares entre si (X,Y,Z) que se cortan formando un triedro y sobre
los que estan definidos tres vectores unitarios principales T,],k , que se toman de modo que el triedro

resulte a derechas, lo que se deduce de la regla TAT:IZ. La posicién de un punto P fig.1, viene
determinada por tres coordenadas (x, Y, z), es decir mediante tres distancias al punto O.
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El vector de posicion de un punto P viene determinado por T = X1+ y j+ 7k

Sistema de coordenadas cilindricas

La posicion de un punto respecto del sistema de ejes viene determinada por dos distancias y un angulo
(r, 6,2) y los vectores unitarios son: U, , U,, k , verla fig.2
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El vector unitario K , se aplica en el punto P y es paralelo al eje Z.
El vector unitario U, se aplica en P y es paralelo al vector ' dibujado en el plano (X,Y), estando
determinado por la proyeccién de P sobre el citado plano.



El vector unitario U, se aplica en P y es perpendicular a los otros dos verificando K A u, =4a,

El vector de posicién de un punto P viene determinado por R= ru, +zK no guedando univocamente
determinado.

Relacién de los sistemas de coordenadas cilindricas y rectangulares

Se buscaran relaciones de U, y U, con los unitarios i, ] pues el unitario K coincide. Trasladando U, y

U, al plano (X, Y) fig.3, reulta:
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Los vectores U, y U, son unitarios: |Ur| :|Ug| =1

0 =cos@i +sendj
, :cos(9+%)f+sen(0+%)]:—sen¢97+cosei

k =k

Aplicacién:

Un punto tiene de coordenadas cartesianas P(4, 3, 2) expresar su vector de posicién en coordenadas
cilindricas.

[F|=+4°+3°=5; R=rd, +zk=50, +2k

Expresar un vector & =—81 +10 j —12 K en coordenadas cilindricas, si su punto de aplicacién esta
enP(4,3,2)
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De la fig.3 se deduce facilmente que C0S & =g=0,8 . senf = = =0,6
i =cos@i +sendj=0,81+0,6 ]
i, = —sen@i +cosd j=-0,61+0,8 ]
El vector de posicion del punto de aplicacién del vector 8 que estd en P que ya se calculdé en la

aplicacion anterior: R =50, +2 k

Para expresar el vector a@ en coordenadas cilindricas, hemos de calcular sus componentes en las

direcciones de los vectores unitarios, U, ; U, ; k ;: para lo cual vamos a calcular los productos



escalares del vector @ por cada uno de estos unitarios, porque el producto escalar de un vector
por otro unitario, proporciona la proyeccién del vector sobre la direccion del unitario.
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., =(—8T+10]—12|2’)-(o,8T+o,6])=—6,4+6 =-0,4

Q|

.0, =(—8T+1o]—12|2)-(—o,67+0,8])=4,8+8 ~12.8
a-k =(—8T+1o]—12|2’)-12=4,8+8=—12
a=-0,40 +12,80,-12k

Compruebe que el modulo del vector es el mismo con independencia del sistema de coordenadas

en el que se exprese, |{?1| =+/308

Sistema de coordenadas esféricas

La posicién de un punto P respecto del sistema de ejes, viene determinada por una distancia y dos dngulos
(r, 6, @) y los vectores unitarios son: U, ; U,; U,, ver lafig.4.
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El vector unitario U, esta en la direccion OP =T
El vector unitario U(p es perpendicular a U, y su sentido es aquel en el que ¢ crece.

El vector unitario U, es perpendicular a los dos anteriores verificando U, AU, =U,

Un punto cualquiera como P, tiene un vector de posicion que se encuentra en la direccion OP. En
coordenadas esféricas se expresa:

r=rd,

Indica Gnicamente que P esta a una distancia r del origen, pero no determina univocamente su posicion.

Relacién de los sistemas de coordenadas esféricas y rectangulares

Se buscaran relaciones entre los vectores unitarios: U, , U,, U, ylos i, J, K

Trasladamos los vectores unitarios al origen para mayor facilidad.



Fig.5

El vector U, debe proyectarse previamente sobre el plano (X, Y), direccion OM, antes de hacerlo sobre los
ejes X e Y, esta proyeccion vale |U,|sengo:15en p=seng . Para proyectar U,observamos que forma con el Z

un angulo (E—qu pero también debe ser proyectado antes sobre el plano (X, Y) y después sobre los ejes.
Para proyectar 0, observemos que forma con el eje X, un angulo (9+%).

U, =sengp-cos@i +seng-send j +cospk

_ T = T - T = - . —

u, :sen(E—gajcosel +sen(3—¢jsen61 —cos(E—ga]k =C0S¢@ -CoSHi +Cose -senf | —sengpk

d, :cos[2 +0J +sen[2 +0)]+0-R=—sen97+cos€]

Aplicacién

. Un punto tiene de coordenadas cartesianas P(4, 3, 2) expresar su vector de posicién en coordenadas

esféricas.
|F|=~/4% +32+2% =29 ; F=rd, =29,

Vamos ahora a obtener los vectores unitarios U, U,, U, en funcion de I, ],k . Es necesario

observar en la fig.4, el vector designado por R.
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i, ==-0,67+0,8]

o Expresar un vector a =—81+10 17—1212 en coordenadas esféricas, si su punto de aplicacion esta
en P4, 3, 2).

Calcularemos las componentes del vector d en las direcciones de los vectores unitarios U, , U,,

U, multiplicando escalarmente el vector &, por cada uno de estos unitarios.

aa, =(—87+10]—12|Z)-(i(4i*+3]+212)]=i(—32+30—24)=ﬁ

V29 V29 J29

a-u, :(—8T+10j—lZE)-%(l,GT+1,2}—5E):%(—12,8+12+60):i\/2’_:

a0, :( —8?+10}—12|Z)-(—o,6f+0,8 j)=48+8=128

4=—255 + 2225 410

8,
EXPRESION DE UN VECTOR ELEMENTAL df EN DISITNTOS SISTEMAS DE REFERENCIA

La utilidad que proporciona en Fisica el vector dl es muy grande, pues permite calcular magnitudes como
el trabajo, el potencial, etc. y en general interviene en todos aquellos casos en los que hay que resolver una
integral de linea.

Sistema rectangular z

Si un vector dl tiene su origen en el punto de dz
coordenadas (x,y, z) y el extremoenelpunto (A utp
(x+dx, y+dy, z+dz), entonces se observa en X S
la fig. 6 que el vector se expresa: P dl

dl =dxi +dy j+dzk dy

Fig. 6



Sistema de coordenadas cilindricas

Si un vector tiene su origen en un punto A de coordenadas cilindricas (r, 6,z) y su extremos en un punto
proximo D, de coordenadas (r+dr, é+d6, z+dz) vamos a calcular la expresion de un vector elemental dl en

el sistema de coordenadas cuyos vectores unitarios principales son U, , U,, k . El vector elemental dl se

descompone en un vector AC en el plano (X, Y), que es su proyeccion sobre el plano y en otro vector

segun Z, designado como dz Kk, fig.7.
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Observamos en la fig.7, que el vector OA=F y que el vector BC = drl , ademas, del triangulo ABC se
deduce que AC =AB+BC=r-dfu,+dru,. En consecuencia el vector dl puede expresarse como

suma de los vectores AC +CD del siguiente modo:
dl =drd, +rdea, +dzk
Que constituye la expresioén de un vector elemental en coordenadas cilindricas.

Sistema de coordenadas esféricas

Sea un vector expresado en coordenadas esféricas, cuyo origen esta en el punto A (r, 6, ¢) y extremo en un

punto B(r+dr, +d6, p+dg). Queremos expresar un vector dl en funcién de los vectores unitarios u,,d,, u,
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En fig.8 se puede observar como el vector dl = AB se descompone en la suma de tres vectores
ortogonales AF, AD, AC, cuyos médulos son respectivamente:

‘ﬁ‘zr-dq) ‘ﬁ‘zdr ‘A—C‘:r-sen(p-de

AB = AD + AC + AF
Teniendo en cuenta las direcciones de los vectores unitarios resulta:
dl =dru, +rsenpddu, +rde U,

Que constituye la expresion de un vector elemental en coordenadas esféricas.

APLICACION
e Expresion del gradiente en coordenadas rectangulares

La diferencial total de una funcién escalar V en coordenadas rectangulares es.

av = Mo+ Ny Mg
OX oz

oy

Pero en funcién del gradiente: dV =gradV -dl

Sustituyendo dV y dl en coordenadas rectangulares resulta:

aV aV aV — d - e
—dx+—dy+—dz=qgradV -(dxi +dy j+dzk
o Koy Y+ 02 =0 ( y j+dzk)

Identificando los dos miembros y puesto que hay un producto escalar de vectores:

ﬁav =%r+ﬂ]+%ﬁ
OX oy 0z

De la ecuacién anterior se deduce que el operador nabla en coordenadas rectangulares es:

6=ir+ij+3|2
ox oy oz

e Expresion del gradiente en coordenadas cilindricas

La diferencial total de una funcién escalar V en coordenadas cilindricas es.

dv =6—Vdr +8—Vd9+a—vdz
or 00 0z



Pero en funcién del gradiente: dV =gradV -dl

Sustituyendo dV y dl en coordenadas cilindricas resulta:

ﬂdwﬁdtﬁﬁ

dz=gradV -(dr G, +rdod, +dz IZ)
or 00 0z

Identificando los dos miembros y puesto que hay un producto escalar de vectores:

gradV :ﬂﬁr +Eﬂﬁg +ﬂlz
or r o6 0z

De la ecuacién anterior se deduce que el operador nabla en cilindricas es:

Expresion del gradiente en coordenadas esféricas

La diferencial total de una funcién escalar V en coordenadas esféricas es.

av =Mar+ Mg+ Mg
Y

Pero en funcién del gradiente: dV =gradV -dI

Sustituyendo dV y dl en coordenadas esféricas resulta:

ﬂdr+ﬂd0+ﬂ

do=grad V-(drd +rsenepddi,+rde U
o O 5g 80+ 5,0 (dra, pd6U,+rde U,)
Identificando los dos miembros y puesto que hay un producto escalar de vectores:

ov 1 ov_. 1oV .
—0, + — U, +=—1U,
or rseng 06 r op

gradV =

De la ecuacion anterior se deduce que el operador nabla en esféricas es:

0 _ 1 o0_. 10 _
—0

V=—1,+ — 0, +
or rseng 06 r op



