CINEMATICA DEL SOLIDO RIGIDO

Un sélido rigido se considera como un conjunto de
particulas numerables: m; , ..m; ....m, cuyas distancias
mutuas permanecen invariables, en las condiciones
habituales de trabajo del cuerpo. Asi por ejemplo, la
distancia entre dos particulas cualesquiera como m; y mj;
que designamos por dj; ; se mantiene siempre constante,
fig.1.

En otras ocasiones se toma el s6lido como un continuo,
pero sin interesarnos por su estructura interna. Entonces se
le considera formado por elementos de masa dm, sin
necesidad de distincién entre cada uno de ellos, fig.2.

En realidad, ningln sélido es absolutamente rigido, ya que
aplicandole fuerzas suficientemente intensas se le puede
deformar, sin embargo, para fines practicos, en las
condiciones normales de trabajo a que los sélidos estan
sometidos, las variaciones de dimensiones que pueden
sufrir, son lo suficientemente pequefias, como para poder
pasarlas por alto y ser de aplicacion el modelo de solido
rigido que se va a estudiar a continuacion.

Debe saber el lector, que otra parte de la Fisica se ocupa
de las deformaciones de los solidos, se conoce como
Resistencia de Materiales, y que es de gran interés en la
Ingenieria.

El movimiento de un sélido rigido puede ser:
* De traslacion.
* De rotacion.
* Un movimiento combinado de rotacién y traslacién, lo
designaremos como movimiento general.

El andlisis que se hard a continuacion, se limitard
Gnicamente al movimiento plano, en él, todas las
particulas del so6lido rigido se mueven en planos paralelos
a uno fijo. En el caso del cilindro de la fig. 3; todas sus
particulas se desplazan en planos paralelos al XY.

MOVIMIENTO DE TRASLACION

Fig.1

Fig.2

Fig.3

Un sélido rigido efectta una traslacion, cuando el segmento que une dos cualesquiera de sus particulas, por
ejemplo las Ay B de las fig.4 y fig.5, siempre permanece paralelo a la posicién inicial durante el movimiento.

I

........................................... ﬁ
b i
inicial




2

La traslacion es rectilinea, si las trayectorias seguidas por las particulas del solido rigido en su
movimiento son lineas rectas. Asi sucede con las trayectorias de los puntos A y B de la fig.4, que se

representan en el dibujo mediante lineas discontinuas.

La traslacion es curvilinea, cuando las trayectorias seguidas por las particulas del sélido rigido son
lineas curvas. Obsérvense en la fig.5, las trayectorias de las particulas A y B. Nétese que es una
traslacion, porque el segmento AB sigue paralelo asi mismo, y a como se encontraba en la posicion

inicial.

a) Determinacion de la velocidad de cada una de las
particulas del solido rigido, cuando efectia una
traslacion.

Se toma un origen de referencia en O, fig.6, y los vectores
de posicién 7, y Ty de los puntos A 'y B. En la misma se

define un vector BA , y de ella se deduce facilmente, que
fy = f;+ BA. Derivando los vectores anteriores respecto
del tiempo, se obtiene el vector velocidad.

g, 0 _dh dBA

AT dt dt o dt
El vector BA por pertenecer a un solido rigido, es
constante en mddulo, pero ademas, por tratarse de un
movimiento de traslacion, es constante en direccion y
sentido, en resumen, que se trata de un vector constante y
por lo tanto su derivada es nula. Resulta en consecuencia,
que las particulas A y B tienen la misma velocidad, fig.7.

Va=vs (L)

Cuando un solido rigido realiza una traslacién, bien sea
rectilinea o curvilinea, en cada instante, la velocidad es la
misma para todas sus particulas.

b) Determinacion de la aceleracién de las distintas
particulas del sélido rigido. Se deriva la ecuacién (1.1)
respecto del tiempo.
WVa :%; en consecuencia: dp =dg (1.2)

dt dt
En cada instante, la aceleracion es la misma para todas
las particulas de un solido rigido, que efectia una
traslacion.

En el caso de una traslaciéon rectilinea, los vectores
velocidad y aceleracion, estan sobre la propia trayectoria de

Fig.6
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cada particula, sin embargo, si la traslacion es curvilinea, la
velocidad es tangente a la trayectoria, pero la aceleracion
tiene sus dos componentes intrinsecas, la tangencial @, en la

direccion del vector velocidad y la normal &, , en direccion

perpendicular a la tangente y con sentido hacia el centro de
curvatura del elemento de trayectoria, véase la fig.7.

MOVIMIENTO DE ROTACION DE UN SOLIDO
RIGIDO, ALREDEDOR DE UN EJE FIJO.

Cuando un s6lido rigido gira con una cierta velocidad
angular @ entorno a un eje de rotacion, cada una de sus
particulas tiene que describir una circunferencia con centro
en el eje, ya que por definicién de sélido rigido, la distancia
de la particula al eje debe permanecer constante. Si
centramos la atencion en una particula como la m; se
observa en la fig.8, como describe una circunferencia de
radio R; con centro en el punto O. Los puntos del sélido que
forman el eje de rotacion, se considera que no giran.

Debe comprenderse, que la velocidad angular @ es en cada
instante, la misma para todas las particulas del sélido rigido
con un movimiento de rotacion. Si se consideran tres
particulas A, B y C, que en un cierto instante estan situadas
en linea recta y suponemos que después de haber girado el
solido un cierto tiempo, se podrian encontrar como en la
fig.9, significaria que habrian girado angulos distintos, lo
que haria variar la distancia entre ellas, contradiciendo la
definicién dada para el sélido rigido. En consecuencia tal
posibilidad no puede darse y la velocidad angular debe ser
igual para todas las particulas del sélido en cada instante.

Cuando la velocidad angular @ no permanece constante, es
decir que depende del tiempo, entonces existe aceleracion

angular &:Z—?qto; fig.10 y al igual que la velocidad

angular o, es en cada instante, la misma para todas las
particulas del sélido rigido. En resumen: tanto la velocidad
angular ®, como la aceleracion angular o, en cada
instante, son iguales para todas las particulas del solido
rigido, cuando gira alrededor de un gje fijo.

La velocidad lineal de cada particula del sélido rigido, es
sin embargo un vector distinto para cada una. Recuérdese,
gue para una particula que gira alrededor de un eje fijo, se

verifica que v, =® AR;; de modo que la velocidad lineal va

a depender de la distancia de la particula al eje de rotacion.
En la fig.10 se representan las velocidades lineales de dos
particulas del sélido rigido, ndtese, que cuanto mas alejada

se encuentra del eje, mayor es su velocidad lineal V, > V; .

La aceleracién de cualquier particula del solido rigido,
también es distinta para cada una. Se obtiene de derivar

respecto del tiempo, la ecuacion v; = o A R; .

Fig.8
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Obteniéndose las componentes intrinsecas de la aceleracion:
la tangencial d,; =aAR;;y lanormal &,; =® A V;, que aqui
toman expresiones distintas de las habituales. Se representan a
la derecha de la fig.11, y el lector debe verificar aplicando las

reglas del producto vectorial, que tienen la direccion y el
sentido indicados.

MOVIMIENTO GENERAL PLANO

Este movimiento se produce cuando el sélido rigido se
desplaza, tal que el segmento que une dos puntos cualesquiera
AB, ya no va a permanecer paralelo a la direccion inicial,
véase la fig.12. Este movimiento se puede descomponer en
dos movimientos simultaneos, compuestos de una traslacion y
de una rotacion alrededor del punto A. En la fig.13 se
representa (en puntos) el solido rigido, después de la
traslacion, y en linea continua, cuando ya ha efectuado el
giro, alrededor de un eje perpendicular que pasa por A.

a) Relacion entre las velocidades de dos puntos de un
solido rigido, que efectiia un movimiento general

Se trata de buscar una ecuacion, que determine la velocidad
de un punto B, V; del sélido rigido, si se conocen la

velocidad V.. de otro punto C del mismo fig.14, respecto de

un sistema de referencia y la velocidad angular del sélido o .

Considerando la combinacién de traslacion mas rotacion, en
la fig.14 se representa una rueda que gira en el sentido de las
agujas de un reloj, el vector @ (no dibujado) es perpendicular
al plano del papel y entrante en C. Sabemos que la velocidad
de traslacion es la misma para todas las particulas del sdlido,
de modo que vale igual para las particulas Cy B. Si ademas
se considera que hay una rotacién alrededor del punto C, con
una velocidad angular o, para calcular la velocidad del punto

B, habra que afiadir el término @ A CB que tiene en cuenta
el efecto en la velocidad, de la rotacion. De modo que la
velocidad de B es la suma de la de traslacion + la de rotacion

V,=V.+@ACB (1.3)

b) Como ejemplo de aplicacion, se va a estudiar
ampliamente el caso de una rueda con un movimiento
general. El eje de rotacidn pasa por su centro de masas, punto
C, fig.14 y fig.15.

Puede observarse en el dibujo, que las velocidades de las
particulas: B, C, A; de acuerdo con (1.3) seran distintas. Si es

R el radio de la rueda, |EB| = |EA| =Ry se tienen en cuenta
las reglas del producto vectorial, los vectores velocidad de las
tres particulas seran:
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Vg =V +®ACB= Vi +0Ri = (ve +0R)i

Ve = vei

Vo =V +0ACA =vci—0Ri =(ve —oR)i  (1.4)

Vectores que por resultar paralelos al eje X, se han Y
expresado en funcion del unitario i . En el dibujo es:
Vg >V, >V,
Cuando la velocidad del punto A, que estd en contacto con
el suelo, sea distinta de cero, se dice que hay deslizamiento.
Q

ANALISIS CINEMATICO DE LA RODADURA 7

La rodadura es un tipo de movimiento, que se produce
Unicamente, cuando la velocidad del punto A en contacto
con el suelo, es nula. Entonces, los vectores V. Yy

& A CA son iguales y de sentido contrario, por eso su suma

resulta nula, fig.16. Se deduce de (1.4)
Va=Ve+®ACA=(ve-oR)i =0

De la ecuacion anterior resulta la primera condicion

cinematica de la rodadura:

Ve—0-R=0 Ve =o:R  (15)|

Cuando existe rodadura, el modulo de la velocidad de
traslacion del centro de masas, es igual al modulo de la
velocidad angular por el radio.

El punto A, aunque su velocidad es en todo instante respecto
de los ejes en O cero, tiene en cambio una aceleracion

. 2 .
normal o centripeta de valor ®°:R, como después
veremos.

Cuando el sélido tenga aceleracion de traslacién, es decir,
que haya una aceleracion de su centro de masas, d. =0 y
ademas rodadura, ;como es la aceleracion del punto A?

Para averiguarlo se va a derivar respecto del tiempo, la
ecuacion (1.5) teniendo en cuenta que el radio en médulo es
constante.

dL:d_(L).R+(D.d_R:d_(l).R+(D.0:dO).R Z
de ot de - dt dt Fig.16. El punto A tiene velocidad nula
respecto de los ejes en O.
De donde se deduce que: a. =a°*R (1.6)

La ecuacion (1.6) constituye la segunda condicién
cinematica de la rodadura y dice: Cuando existe rodadura,
y el solido rigido se traslada con aceleracion, entonces, el
mddulo de la aceleracién del centro de masas, es igual a la
aceleracién angular por el radio.



Finalmente vamos a averiguar cuanto vale la aceleracién
del punto A. Derivando la ecuacion (1.4) respecto del
tiempo, y considerando al vector CA como un vector
giratorio, de médulo constante, resulta:

dt dt

AV, _ dVe | do dCA
dt

+ —/\EA+E)/\T}:éc+[&/\EA+(Y)/\(c6AEA)

Los dos sumandos que figuran en el corchete, corresponden
con las componentes intrinsecas de la aceleracion,
respectivamente, la tangencial y la normal, para un
movimiento de rotacién. Operando se puede escribir:

da = (ac — 0 *R)i + (—0k) A (-0RI) = (ac - aR)i + ©°R]

Imponiendo la segunda condicién cinematica de la rodadura
(1.6) resulta:

iy =0°Rj

Cuando se produce la rodadura, el punto en contacto con el
suelo, solo tiene aceleracion normal, fig.15.

En resumen: Cuando un sélido rigido rueda, se cumple en
todo instante, que la velocidad del punto en contacto con el
suelo es nula y su aceleracién es solo normal. Ademas, se
verifican las dos condiciones cinemaéticas de la rodadura.

De no cumplirse estas condiciones, no se puede hablar de
rodadura, y el movimiento de la rueda es una combinacion
de traslacién y rotacion, que en general se llama
deslizamiento.

Ejemplo: Una bola esférica de radio 10 cm, se desplaza por

una superficie horizontal, con una velocidad de traslacion de

2 m/s. y con una velocidad angular de 5 rad/s, fig.17.

Determinese:

a) La bola rueda o desliza.

b) El valor que deberia tomar la velocidad angular, para que
la bola comience a rodar.

Fig.17 Como la velocidad del punto

a) Se comprobard, si se verifica o no, que ve —w+*R =0 A, es distinta de cero hay
deslizamiento.

oM _ Sﬂ-o,lm = 1,5m #0; Laboladesliza
S S S

b) Despejando  de la primera condicion de rodadura:

2m
(,):V_C:_Azzoﬂ
R 0,Im S

Cuando gire con esta velocidad angular, entonces en lugar de
deslizamiento ya hay rodadura.



