PROBLEMAS VARIADOS 11

102.- Se desea construir un circuito serie LCR de modo que para una frecuencia de
10 kHz, la impedancia del circuito sea 1,3 k{2, su frecuencia de resonancia 5,0
kHz y la intensidad de la corriente esté retrasada 60° respecto de la tension.

a) Calcular los valores de L, Ry C

b) Si el voltaje eficaz de la fuente del circuito es 130V, calcular la intensidad
eficaz en el circuito y las tensiones eficaces en cada uno de los elementos

¢) Calcular la potencia media en el circuito y la potencia media en cada uno de sus
elementos.

d) Si se mantienen las mismas L, Ry C obtenidas en el apartado a), asi como el
voltaje eficaz, se pide calcular la frecuencia de la corriente alterna para la que la
potencia consumida en el circuito sea la maxima posible.

e) Determine para que frecuencias la potencia consumida en el circuito es 8 W.

a) Teniendo en cuenta que la intensidad de la corriente esta retrasada respecto del voltaje, esto nos
indica que es un circuito en que la reactancia inductiva es mayor que la reactancia capacitiva.
Un esquema (fig.1), no a escala, nos indica este hecho.

Loy A

Lw-1/Co

1/Co Vv
Fig.1

De la figura 1 se deduce

Z:\/RM(L(D—CLJ ; (1,3.103)2:R2+(Lm—ij (1)

0] Co

tagh = TC(D =tag 60° (2)

La resonancia ocurre cuando
-9
Lo, = 1 L. 12= 1 . L=1,013.10
Ca Coy  C4n*(5,0.10°) C

)



Combinando las ecuaciones (1) y (2).

6
(13.10°F —R? = (R - tag 60)* = 1,69.10° = R*(1 + tag’60) = R = 1/1’69:0 = 650 Q Combinan

do (3) con (2).

-9
Lm—L:R-tag 6O°:M—L:650-tag 60 =
Co C Co

1,013.10° - 4n° -(10“)2 -1
650- tag60-27.10°

=1,013.10" -0’ —=1=650-tag 60-Co = C = =42.10"°F

De la ecuacion (3)

-9
L=l 6 005h
42.10
b)
L=—ee = 130 4400

713100

En la resistencia V. =1_ -R =0,10-650=65V

En el condensador V =1 - L ,10- 81 -
C2r-f 42.10"-27-10

En la autoinduccién V), =1, -L27- f =0,10-0,025-27-10* =157V

efz

=379V

c¢) Potencia media en el circuito
(P) =1, V,,cos0 =0,10-130-cos60 = 6,5 W

Potencia media en la resistencia
(P), =1,R=0,1*-650=6,5W

Las potencias medias tanto en el condensador como en la bobina son nulas.

d)

(P)=1,V, coso =iy Ry R

efz ¥ efz Z efz Z efz , 1 2
R°+| Lo——
Co

: . : .. 1
Para que la potencia sea maxima el denominador debe ser minimo y eso ocurre cuando Lo = o
Q)

lo que significa que el circuito estd en resonancia, la frecuencia de resonancia es un dato del
problema y es 5 kHz.

La potencia media maxima vale:

(P ) =1, Ve, =0,1-130 = 13W

efz ' efz



<P>=8=I V..cos60=0,10-130-cos® = cosez%

efz ' efz

Para el valor del coseno anterior existen dos soluciones 6 =52° y 0 =-52°. Para el primer valor

en el circuito predomina la reactancia inductiva (como se observa en la figural), para el segundo
valor de 0 predomina la reactancia capacitiva.

En el primer caso

8 R 64 R’
cosf=—= = = 5

13 1V 169 5 1
RM[Lm—j R*+ Lo-——

Co Cw

5 1 2 X X 1 2 1 Enel
= 64R“+64 Lo——| =169R"=1,64*650" =| Lo—— | =832=Lo—-—=
Co Co Co

= LCw* -832Co-1=0=1,05.10" 0> -3,49.10°0-1=0=> © =51670 = 2nf =
= =8,2kHz

segundo caso, cuando 6 = -52°, la reactancia capacitiva es mayor que la reactancia inductiva (fig.2).

Fig.2
1/Co-Lo
l/CCOV
8 R 64 R?
cosf = — = = = >
13 1 2 169 , 1
R2+(—Lw) R+ —-Lo
C(,l) C(D
1 ? 1 : 1
= 64R* + 64(——L0)j =169R* = 1,64 *650* = (——Lcoj —=802=—-Lo=>
Co Co Co

= LCo”> +832Co-1=0=1,05.10"0* +3,49.10°0-1=0= ©=18429=2xnf =
= f=2,9kHz



103.- Un condensador C; tiene una capacidad de 5.10"° F y se carga a una
diferencia de potencial de 60 V. Un segundo condensador C, tiene una capacidad
de 80.10°" F y se carga a una tensién de 15 V. Una vez cargados los condensadores
se monta el circuito indicado en la figura inferior.

C G
* +
A+ B C
+ . I

R=2.10°Q

a) Calcular la carga y la energia almacenada en cada condensador.

b) Se cierra el interruptor 1, calcular la intensidad que circula por el circuito en el
instante del cierre

¢) Calcular la carga de cada condensador cuando no circule corriente por el
circuito

d) Determinar la expresion matemadtica que indica como varia la intensidad de la
corriente en el circuito durante el periodo transitorio.

e) Calcular la energia perdida por los condensadores durante el proceso.

Q,=C,V,=510".60=3.10""C ; Q, =C,V, =80.10"%-15=12.10"°C
a)
E, =%clvf =%5.1o-12 .60 =9.10°7 ; E, =%czvj =%80.10‘12 157 =9.10"7

b) En el instante de cerrar el interruptor el circuito se compone como si tuviese una fuente de 60 V
y otra de 15 en sentido opuesto; aplicando la ley de Ohm generalizada

Q_Q
V,-V, _C, C, 60-15

. = = > 10° =22510"A

¢) De acuerdo con la figura del enunciado escribimos

V,-Vy;=60V ; V.-V, =15V=V, -V, =45V
Como V4 es mayor que V¢ el condensador C; comenzara a perder carga que sera ganada por el
condensador C, , esto durara hasta que (VA= V¢)fina , estoes, V,; =V =0.

Llamamos 0 a la carga perdida por C;, que es la ganada por C,.

Q -9 Q,+6 Q-6 Q,+6
VAf_VBfZIC—l 5 Vep = Vi = éz :>VAf_VBf_(VCf_VBf): ICI - éz =

= V,, - Vg =0=(3.10""-6)-80.10" = (12.10™ +6)-5.10 =

-10
= 240.107° -800=60.10"" +50 = 6:%:2,12.10"0C

Qlf = Q] _6 = 3-10_10 _2’12.10_10 = 0788-10_10C ;
sz = Qz -0=12.10"" —2,12.10_10 = 14’12.10—10(3



c) En el instante inicial la intensidad de la corriente es I,, a medida que transcurre el tiempo la
intensidad disminuye hasta anularse.
Designamos con i a la intensidad un tiempo t después de cerrar el interruptor, y con q a la carga
que hasta ese momento ha pasado del condensador C; al C,. La intensidad i es el cociente entre
los voltajes de los condensadores divididos por la resistencia R del circuito

i_ C] C2 _ Cl CZ Cl CZ _ Cl C2

R R R

Vi—V, y L+— = CL’ siendo Ce la capacidad equivalente al

Segin hemos visto I, =

conjunto de los dos condensadores

De la expresion anterior calculamos la variacion de i con el tiempo

9
di_dlc | dq 1
dt dt R dt RC,
Como m =1, resulta:
dt
$=_ LN ﬂ: —i:ﬂni=—Lt+Cte, cuando t =0, Cte =Inl, =
dt RC, 1 RC, RC,
. 1 Ly
- Ih—=-—t = i=Ie RCe
I, RC,
1 1 1 17

=———+ — = —=C,=471.10" =
C., 5.10 80.10 80.10

= C.R=4,71.10"-2.10°=9,4.10"" = CLR =1,06.10°

[

S
i=225.10%¢ 100107

e) La energia que almacenan los condensadores al final es:

1 1 1Q4 1Q% 110,88.107™" P o1 (14,12.10M)
Elf :_Clvlzf +_C2V22f == - +— = :_( ~12 ) +_( ~12 )
2 2 2C, 2C, 2 5.10 2 80.10
E,=132.10"J

La energia contenida en los condensadores al principio era 18.10 J.
La energia disipada es:
AE=18.10" -1,32.10"° =4,8.107J



104.- En el esquema de la figura M =10 kg y m=5 kg y radio R = 8 cm. La polea
fija y la cuerda tienen masas despreciables. La cuerda puede desenrollarse por la
polea movil m sin resbalar.

a) Calcular el menor coeficiente de rozamiento de M con la mesa para que cuando
el sistema esté en libertad la masa M permanezca en reposo.

b) Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es 0,05 determinar la tension
de la cuerda y las aceleraciones lineales de M y m respecto del suelo.

a) En la figura 1 se indican las fuerzas que actuan sobre M y m.

IN

M‘ T
< |
Fr Fig.1
T
Mg
mg
Para la masa M: T-F, =Ma,,=0
1 ) 1

Para la masa m: T‘R=Ia=EmR a:>T=EmR(x

mg-T=ma
a_ =oR

Sustituyendo o de la tercera ecuacion en la primera y a,, de la segunda resulta

T:lmRa—m:lm g—l = 2T=mg-T = T=18
2 R 2 m 3
g m 5
Como T=F, =pN=pMg=—" = p=—=—-=0,17



Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es inferior a 0,17 habrd deslizamiento de la masa
M sobre la mesa.

b) Dado que el coeficiente de rozamiento es 0,05 <0,17, la masa M deslizara sobre la mesa. La
polea movil se movera hacia abajo al desenrollarse la cuerda y también al avanzar la masa M sobre
la mesa, respecto del suelo la aceleracion lineal de m es la suma de la aceleracion de M mas la
aceleracion producida al desenrollarse la cuerda.

T
T-uMg=Ma, = ay YEL

TR-lo=—imR’a=T=_imRa=a=—>=m_2T _, _2T
2 2 mR R mR m
a,=oR
mg—T=m(aM +am)
Sustituyendo en la Gltima ecuacion

T 2T m m
mg—T=m ——pug+—|=Domg-T=T——mug+2T=T|3+— |[=mg(l+u)=
g (M ng mj g o mue ( Mj g(l+p)

_ p_megl+p)_5-9.8-105

=14,7N
3+-0 3+
M 10
T 14,7 m
a,, =—-—-ug=—-—-0,05-9,8=0,98 —
M M ug O SZ
am:2_T: 2-14,7 :5,8822
m 5 S

La aceleracion lineal de la polea movil respecto del suelo es:
a=ay +an = 0,98+5,88 = 6,86 =
S

Podemos calcular la aceleracion de la polea moévil de otra manera y es tomando un sistema de
referencia no inercial S” situado en la cuerda que desciende con aceleracion ay. En este sistema
hemos de introducir una fuerza de inercia contraria a esta aceleracion. Calculamos la aceleracion
relativa a,, respecto de S’.

F = |—maM| =ma,,

vINg

T T T
mg-T-ma,, =ma_—a_ =g—-——-a,, >a, =g————+ug=
m M
1 1 1 1 m
=gll+p)-T| —+— = a,=98-1,05-147 —+—|=5,88 —-
gli+u) (m Mj " (5 10] s’

De igual modo, para conocer la aceleracion absoluta sumariamos a esta aceleracion relativa a,, la de
arrastre ay.



105.- En un sistema de referencia S dos sucesos estan separados por At=8,0 sy Ax
= 2.10° m. ;Existe un sistema de referencia S’ para el que los dos sucesos sean
simultaneos?. ;Existe un sistema S’ en que los dos sucesos ocurran en el mismo
punto del espacio?, en tal caso ;cudl seria su separacion temporal?

Designamos con v a la velocidad del sistema S” y con A y B los dos sucesos y aplicamos una de las
transformaciones de Lorentz a cada suceso.

\% Vv A%
by —XA , tg —Xp — , , (tA_tB)_T(XB_XA)
ty = = = == ty—t, =0= < —
Vv \% \%
C C C

X, — Vvt X, —Vvt . . X, =X, )—vVvit, —t
X, A A DX B B N XB—XAZOZ( A B) (A B):
v v v
_CT _CT _CT
X, —X 2.10° m
Sv=-—~2_"8_ =2,5.10"—
t, —tg 8,0 S

La velocidad de S’ es inferior a la de la luz y por tanto el sistema puede existir.

v v v
bty =Xa 5 , tB_XBCT o (tA_tB)_?(XB_XA)

t, = o fpE e oty = 2 =

- - -

c c c

2,5.10°
8.0- 2210 5 100
= ty-t, = 2.10 =445

2,5.10°Y
1= 8
3,0.10
Este problema se puede resolver mas rapidamente utilizando el invariante s.

As? =(cAt) — Al?
Aplicando la relacion anterior para el sistema S y para el sistema S” en el que At” =0

(3.10°-8,0) —(2.10°f = (A} = -1,76.10" = (A’
Este sistema no existe.

Apliquemos para el sistema S”" en el que Al"’ =0

18
1,76.10"% = (cAtY = At'= ‘/% _44s



106.- La superficie de una de las armaduras de un condensador plano vale S = 1
cm’ y la distancia entre las armaduras d = 0,1 mm. La diferencia de potencial entre
las armaduras AV = 2,5 V. Calcular:

a) El campo eléctrico entre las armaduras, la carga de una de las armaduras y la
energia almacenada en el condensador.

b) Si se mantiene la carga de las armaduras y se aumenta la distancia entre ellas
6 . ey . . . .

en 107 m, calcular la variacion que experimenta la diferencia de potencial en el

condensador.

¢) Se une el condensador a una pila de 2,5 V, lo que permite mantener fija la
diferencia de potencial entre las armaduras, y si una de ellas efectua un
movimiento vibratorio arménico de f=10° Hz y amplitud 10° m, de tal modo que la
vibracion acerca y aleja a la armadura vibrante de la fija, determinar:

d) La carga de cada armadura en funcion del tiempo y la intensidad de la corriente
que circula por el circuito.

a) El campo al ser uniforme entre las armaduras del condensador esta relacionado con la diferencia
de potencial por la ecuacion.

AV 2’5\_/3 ~25.10"
d 0,1.107m m

Para calcular la carga de una de las armaduras hacemos uso de la relacion

-4
c=2 o q-cav=5 v L MO 5 oon10tc
AV d 41-9.10° 0,1.10°
4
E=lcavi=l. B3 g2l LI 2,52 =276.10""J
2 2 d 2 41-9.10°-0,1.10°

b) Al aumentar la distancia entre las armaduras y permanecer constante la carga de las
armaduras, la nueva capacidad es:

€,S
-6
c=fS L av= QA 4y dHI0 Ly
d+10° CTC &S
d+107°
-6 -3 -6
:AV’—AV:AV[dHO —1):2,5-[0’1'01? 10*_10 _1}0,025 v



¢) Suponemos que cuando t=0 la distancia entre las armaduras es d, al variar la distancia entre las
armaduras varia la capacidad del condensador, aunque la bateria mantiene la diferencia de potencial
de 2,5 V. La distancia entre las armaduras en funcion del tiempo es d'=d+ A sen2nft y la

capacidad del condensador y la carga de una de sus armaduras

€,5 Q

3 3 2,5¢,S
"~ d+Asen2nft 2,5

B d+ A sen2nf't

Q

La carga es funcion del tiempo, por tanto cuando la carga disminuya la bateria le suministra
corriente al condensador y cuando la carga aumente el condensador suministra corriente, en
definitiva en el circuito eléctrico aparece una corriente variable, cuyo valor es.

2,5¢,9 ~A-2nf.
I(t):ﬂzi €, ~256.8 A-2nf cosZmZt
dt  dt\d+Asen2nft (d+Asen2nft)
I(t) = 2,5-10* | —=107°-2m10° -cos2m10° t _ 1,57.10"*cos2m10° t N
41-9.10°| (0,1.10° +10*sen2x10° tf | 36m-10°-10°(0,1+10sen 2710° ¢

1,388.10° cos2m10° t
(0.1+10sen2r10° t)

=I(t)=-

La representacion grafica de la funcion anterior es:
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107.- En el plano XY existen dos conductores entre A y B, uno es rectilineo y el
otro un arco de circunferencia. En la direccion del eje Z positivo existe un campo
magnético uniforme, o lo que es lo mismo el campo magnético es perpendicular al
plano del papel y saliendo de él.

Ya
‘ Ol:
a
v : >
B X
SR >

La corriente que circula por los conductores es I y dirigida desde B hacia A.

a) Calcular la fuerza magnética que sufren ambos conductores y comprobar que el
mdodulo de la fuerza es el mismo para ambos.

b) Ahora, el campo magnético es decreciente, de modo que cuando y=0 vale B, y
cuando y = a es nulo. Calcular, para ambos conductores, el valor de la fuerza que
sufren por accion de este campo variable.

En primer lugar debemos considerar despreciable la interaccion magnética entre ambos
conductores, puesto que al estar recorridos por corrientes, también €stas crean un campo magnético
que actuaria sobre el otro conductor. Es decir, que la tinica interaccion magnética a considerar es la
que tiene lugar entre los conductores y el campo magnético B dirigido segun el eje Z.

a)La fuerza que sufre un elemento de corriente al estar situado en el interior de un campo magnético
es:
dF = I(dT X B) = dF =1dIBsena
Tanto para el conductor rectilineo como para el arco oo = 90°.
En la figura 1, se ha dibujado dF, en dos lugares diferentes de los conductores

Ya
ANl & OB 4
B s a.
a v dE |
4 B \ """"""" > v 3,;’_’,,,, >
B X X
g > g >



al) Cuando el conductor es rectilineo todos los vectores dF son paralelos, si el conductor es un arco

de circunferencia, las rectas que contienen a los diferentes vectoresdF todas pasan por el origen de
coordenadas.

Para el conductor rectilineo cada dF tiene dos componentes sobre los ejes X e Y, cuyos modulos
son respectivamente
V2

dF, =dF-senf = IBdlsenp = dF, =1B le

V2

dF, =dF-cosp =1IBdlcosp = dF, = IBle
Para hallar las componentes Fx e Fy debemos integrar las anteriores ecuaciones:

F, :IBngl:IB%L—IB—\/Za =1Ba

F, = IB—jdl - IB%L - IB—\/Za —IBa

El resultado anterior expresado en forma vectorial
F=IBai+IBaj
Si se utilizan componentes cartesianas, resulta en este caso mas sencillo y claro expresar dI como:
dl =dxi+dy]
Alser dF=IdIAB = dF=I(dxi+dyj)ABk =IBdx(—j)+IBdyi

- -0 - ra -
Integrando, F:—jj Ide+iL IBdy=- jIB[x]’ +iIB[y] =alBj +alBi

a2) Cuando el conductor es un arco de circunferencia, nos fijamos en la figura 2.

Fig.2

Hemos escogido al azar un elemento dl sobre el arco cuyo modulo se calcula teniendo en cuenta
que el valor del arco es igual al del radio por el angulo expresado en radianes.

dl=adob

Las proyecciones del modulo de la fuerza elemental, dF =1d1Bsen90=1dIB sobre los ejes valen:



dF, =dF-cos6 =1Bdlcosd =1Bacos0do
dF, =dF-cos0 =1Bdlsenf = IBasen6do

Para hallar las componentes Fx e Fy debemos integrar las anteriores ecuaciones.
F, =1Ba

cos0do = IBa(seng—senO"j =1Ba

F, =I1Ba

OV O[3

sen0do = IBa(-cos%+cosO°J =]Ba

El resultado anterior expresado en forma vectorial

F=IBai+IBaj

b) Al ser el campo decreciente podemos escribir
B=B, —ky

Cuandoy=a B =0,

B B
a a a

bl) Para el conductor recto ahora el modulo de dF no es constante y se hace cero en el extremo A
del conductor

Ya

A

LA

M
a
v

La componente del vector dl sobre el eje Y es dy, cuyo modulo es dy = dl senf3
La fuerza que sufre ese elemento de corriente vale:



dF = IBO(I—XJdl - IBo(l—XJd—YB: dF, = IBO(I—XJd—yB-senB =

a a Jsen a )sen
a a | 2 .
= F, =1B J-dy——J-ydy =IBla——-2-|=IB &
(4] O O (4] a 2 02

Para la componente Fy

dF=IBo(l—X)dl=IBO(1—XJi:>dFY=1B0(1—1Jd—y-cosﬁ=1B0(1—1Jﬂ:>
a a/senf a/senf a )tagf

g 1% 1 a° a
= F, =IB,| [dy-—[ydy |=1B,|a-=-=- |=1B, =
0 ay a 2 2

El resultado anterior expresado en forma vectorial

F=1B,2i+1B, %]
2 2

b2) Si en la figura 2 elegimos al azar un elemento de corriente dl, éste sufre una fuerza de médulo
dF = 130[1 —X}n = IBO(I—X)adG = dF, = IBO(I —Xjade . cos0
a a a

De la figura 2 se deduce que y =asenf

asend

a

dF, =IBO(1—X}ad9-cos9 =IBO(1—
a

Ja dO-cosb =

s

% sen20d0 | =

O[3

s
2 2 -

=F,=1B.a jcos@d@—‘[senecosede =IB,a (senz—senO"j—
0 0

:FX=IB0a+l l-cos2£—l-cos0° :IB0a+IBOal l(—1—1) =1B,
2\2 2 2 2\2

N | o

Calculamos la componente Fy.

dF:IBo(l—XJdlzIBO(I—XJadO — dF, =IBO(1—Z)ade-sene:s
a a a



asen0

senf —a | sen’0do

OS—a0 (3
S [3

=F = 130(1— Jasen@deleo a

a
E
2
0
F, —1B,a[ 1=+ senm—Lsen0® | = 1B, a( 1-"—0-0|=1B,a[ 1- %
4 4 4 4 4

F, =1IB,a-1B a

l9—lsen29 =F, =IB ja-1B_ a E—lsen7t+lsen0° =
2 4 4 4 4

El resultado anterior expresado en forma vectorial
F=1IB,27+IB,a 1-Z|j
2 4

108.-Un prisma recto isosceles tiene sus caras perpendiculares plateadas. Si un
rayo de luz incide sobre la cara hipotenusa con un dangulo arbitrario. Demostrar
que el rayo incidente y el emergente son paralelos.

La figura inferior indica la marcha de la luz .La figura 1, a proposito, es errénea, pues admitimos
que todavia no hemos demostrado lo que piden en el problema.

i N
T
e
N a

Bl ,
e r
i

N  Figl

Designamos las siguientes magnitudes.

1 angulo de incidencia sobre la hipotenusa

r angulo de refraccion

n; indice del medio exterior al prisma

n, indice de refraccion del prisma

1 y 2 4ngulos de incidencia y reflexion sobre la primera cara plateada

3 y 4 4ngulos de incidencia y reflexion sobre la segunda cara plateada.

e, angulo de emergencia de la luz

Cualquier normal N es perpendicular a la cara y por tanto el &ngulo que forma con ella es de 90°
Si demostramos que el angulo r es igual al r’, entonces se deduce, a partir de la ley de Snell,

n, seni=n,|senr
n,senr’=n,sene



que i = ey por tanto los rayos incidentes y emergentes son paralelos
Por las leyes de la reflexion se cumple que 1=2 y 3=4

De la observacion de la figura 1 se deduce que 243=90° y junto con la relaciones anteriores
1+4 =90°. Sumando se llega a 1+2+3+4=180°.

Los rayos de luz dentro del prisma forman un poligono convexo de cuatro lados, cuyos angulos
interiores suman 4 angulos rectos

~

+24+3+4+a+B=360° = a+B=180

p— >

Volviendo a la figura 1 se deduce a+r=90° y B-1'=90°

Combinado con la ecuacion anterior (90 —1)+(90+1)=180 = r=r’

109.-Un rayo de luz incide con un dangulo i sobre una lamina de caras paralelas de
espesor e con indice de refraccion n, El medio que rodea a la lamina tiene un

indice de refraccion n;. El rayo emergente se desplaza lateralmente A, respecto del
incidente, tal como indica la figura inferior.

I
. n, cosi
Demostrar que A=e seni| I— 1
\/ —n? 7 sen 2

De acuerdo con la ley de Snell n, seni=n, senr (1)

En el tridangulo ABC, cosa = % ; en el triangulo ADB , tagr = bB
e

AB = \/e2 +DB’ = \/e2 +e’tag’r
En el tridangulo ADB

sen(i—r):ﬁ = A=sen(i—r)-eyl+tag’r
A = (seni cosr —cosi sent)-e-+/1+ tag’r = (seni V1—sen’r —cosi senr)e-\/1+ tag’r

n, seni

De la ecuacion (1) senr =
n
2



5 sen’r + cos’r 1
l+tag'r =, [1+ —— = > =
cos’r cos’r cosr

Llevando estas dos ecuaciones a A

n,seni
) n;sen’i . n;seni 1 . . n,
A=|seni |l-| ———|—cosi e- =¢e seni—e cosl————— =
n n 2 o 2 2 o 2;
2 2 | hisen’i | hisen’i
n; n;
n,seni
. . n, . . n;seni . n, cosi
A = e seni—ecosi =€ seni— ecosi—————=c¢e seni| | -————
2 2 2 2 2 2 2 2 2
4J/n; —njsen-i J1; —n; sen’i JN; —n;sen’i
n,

110.-Un sistema optico consta de dos lentes de la misma distancia focal, una
convergente y la otra divergente, separadas entre si una distancia ay con el
mismo eje optico. Si desde un objeto muy lejano llega la luz al sistema incidiendo
primero en la lente divergente se forma una imagen, pero si la luz incide primero
sobre la lente convergente la imagen aparece desplazada 20 cm. Calcular la
distancia focal de las lentes.

Como la luz proviene de un objeto muy lejano la distancia a la lente divergente es infinita y la
imagen que forma esta lente del objeto estard en la distancia focal imagen de la lente divergente
(recuérdese que esta lente tiene las distancias focales objeto e imagen cambiadas) Esta imagen es

objeto para la lente convergente y distard de ella una distancia |—f ’|+a =1f'+a, siendo f la

distancia focal de la lente divergente.
Aplicando la ley de las lentes delgadas a la lente convergente

Si la luz incide desde el infinito sobre la lente convergente, esta lente formard una imagen a su
derecha a una distancia f’, esta imagen es objeto para la lente divergente y distara de ella a-f".
Aplicando para la lente divergente la ley de las lentes delgadas

1 1 1 1 1 1 1 1 1 . f’(f’—a)

s s f —(a-f) s f ' f (a-f) a
De acuerdo con el enunciado del problema

. f(f+a)-f(f-a)
a

=2f=20 = {=10cm

s'—s

111.- Un hilo de longitud infinita posee una carga positiva por unidad de longitud
A, a una distancia minima a de ese hilo existe una carga puntual —Q y ambos
yacen en el plano XY. En la figura se observa su disposicion y las tres regiones del
plano designadas con I, Il y III. Se pide determinar en qué regiones puede ser el
campo eléctrico nulo y cudles son sus posiciones.



I 4 1 III

En primer lugar determinamos cudl es el campo creado por un hilo de longitud infinita y con
densidad lineal de carga +A

_Adl
lv 9( P dE cos 0
v\>dE

X

Fig.1

Consideramos un punto cualquiera del plano XY que se designa con P y que dista una distancia x
del hilo. Sobre éste aparece un elemento de longitud dl que posee una carga positiva A dl y que en el
punto P crea un campo dE . Este vector campo tiene dos componentes una horizontal dE cos 0 y
otra vertical dE sen 6. El médulo de dE vale :

1 Adl 1 Adl 1 Acos’0dl
dE = 2 - 2 = 2
dme dne, ( x dme, X
cosf
De la figura 1 se deduce:
tagezl: dl=x- 12 -do
X cos“®
Llevando el valor de dl a la ecuacion de dE
2
JE = 1 Acos Gdlz A 40
dne, X 4dme x

Si volvemos a la figura 1 observamos que para el elemento dl considerado existe otro situado
simétricamente sobre la linea a que crea un campo en que la componente horizontal se suma y la
vertical se anula, en consecuencia el campo en P tiene la direccion horizontal ( por tanto
perpendicular al hilo) y dirigido hacia fuera del hilo. Designamos a este campo con dEp= dE cos 6



dE, =dEcosb =

cos0do
e X

o

Para calcular E, hemos de sumar las contribuciones de todos los elementos dI .

Aplicando el teorema de Gauss se resuelve en dos lineas, dado que la distribucion del campo tiene

simetria cilindrica.

+2

El flujo del campo eléctrico a través de una superficie cerrada
que contiene cargas en su interior es igual a la suma de las
cargas dividido por la constante dieléctrica del medio &,. Debido
a la simetria cilindrica del campo tomaremos como superficie
de Gauss un cilindro de eje en la linea de carga, altura L y

. radio, la distancia x a la linea.
A E
—> ) q
® = q)Latcral + (Dbasc + (Dtapa =
80
Como el flujo es ®=E-A=E-Acosa ; en la base y en la tapa
es nulo puesto que cosa=c0s90°=0y todo el flujo sale por la
superficie lateral.
L
®=d,  —E-Acos0=L.  @-EoamxL=2l;  p-_2
g, €, 2ne X

Por el principio de superposicion, el campo resultante en una region es la suma vectorial de los
campos existentes. En la region I es posible que el campo se anule porque Epy E_q tienen la misma
direccion y sentidos opuestos y ademas debe ser en algin lugar de la recta perpendicular al hilo y
que pase por la carga Q. En la region II es imposible que el campo sea nulo ya que ambos campos
tienen la misma direccion y sentido y en la III es posible que si lo sea, porque los campos tienen la
misma direccion pero distinto sentido. La figura 2 aclara la direccion y sentido de los campos.

Region |

I 11 III
Ep
Ep Ep c -Q T
> —» <«
E-Q E_Q E-Q




Llamamos x a la distancia que existe desde el hilo al punto donde se anulan los campos

E, =E, LAl Q 2:&:l+:az+xz+2%:§:}
2ne, x  4ne, (a+x) X 2a’+x"+2ax 2
2
(i—2ajiJ(2a— Q}J —4a’
X2+X(2a—gj+a2_0:> — :
2

g—2a + 4212+Q———23Q—4a2 9—221 + Q g—2a

2\ 40 A A AL4A
=>X= = X =

2

Para que exista valor de x, la raiz cuadrada debe ser de un nimero positivo, por tanto

2—22120 :g22a = Q=8ak (1)
4\ 4

Si Q =8 a A, existe un solo valor de x, si Q> 8 a A existiran dos valores de x, 1o cual requiere que

= 4a’ >0

2 2 2 2

g—221 >Q2_2aQ:> Q2+4a2_2aQ>Q2_2aQ
2\ 4\ A 4n A 4L A
Como a es una distancia se cumple la condicion y existen dos soluciones.

La figura 3 representa el campo E (escala arbitraria) en la zona I cuando solamente hay una

solucion
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o

Fig.3

La figura 4 representa el campo cuando hay dos soluciones.
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Zona III
E;, =E = Lr_ 1 Q 23&=1#3x2+a2—2ax=£:>
2ne, x 4me, (x—a)’  x 2x’+a’-2ax 2%

[2a+Q)i (2a+Qj —4a?
2N 2\
=

xz—x(2a+gj+a2=0:>x=
21 2
2
2a+g + 4212+Q—+@—4a2 (2a+Q)i Q g+2a
2h 42 A 2A A4
=>X= = X =

SiQ=8aA\ entonces. X =

6a+./8a(2a+2 +
a a( ar a) = 6a _;\/3_2 =3a+ 2a\/§ , existen dos soluciones en

2
lazonaIll., 5,83 a y 0,17 a.
Si Q > 8 a A habra dos soluciones si

2 2 2
(2a+gj >g(g+2aj:> 4a2+Q2+2aQ> Q2+2aQ:> 4a* >0
2\ A L4L 4\ A 4 A

Como se cumple la condicion, existen dos posiciones en la zona III donde se anula el
campo.

112.- En el circuito de la figura inferior A es un amperimetro sin resistencia
interna. La resistencia total del redstato es R y la bateria mantiene una diferencia
de potencial AV = 10V, constante, siendo su resistencia interna despreciable. A)
Calcular la intensidad de la corriente I, que pasa por el amperimetro en funcion de
la posicion del cursor sobre el redstato, b) Dibujar las curvas I, frente a x cuando
R=1002 yr=1Q2y 0,5 2, ¢) Calcular matemdticamente cuando la intensidad I,
es minima.



a) Aplicamos las leyes de Kirchoff a un nudo, a la malla total y a la malla superior. En la figura x
representa la resistencia que existe entre un extremo del redstato y el amperimetro. I; la
intensidad que pasa por la bateria, I, la que pasa por la resistencia r y I, la que pasa por el
amperimetro

I =1, +I,
L(R-x)+Lr=AV
Lr-I,x=0

De la tercera ecuacion despejamos I, y la llevamos a la primera

Las dos tltimas ecuaciones se combinan con la segunda

2
@a§+hjﬁbﬂ0+h§f:AV:>hxgéda§—+LR—Lx+hx=AV:>
T r T T

[Rx-I, x>+ Rr=AV-r = Ia=——£&:1—— @
X(R—x)+Rr

Sustituyendo valores numéricos en la ecuacion (1)

I=1—0 1:;
* x(10-x)+10 Yoo x(10-x)+5
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la €n amperios

Resistencia x en ohmios

c¢) Las graficas nos indican que existe un minimo de corriente,. Para calcular ese minimo derivamos
la ecuacion (1) respecto de x e igualamos a cero

dIa:—AV-r(R—2x2):O & Roox—0 — x_R
dx [x(R—x)+Rr] 2

Cuando el cursor se encuentra justamente en la mitad del redstato es cuando la intensidad que pasa
por el amperimetro es minima.



