PROBLEMAS VARIADOS 15

128.-Un cohete posee una masa inicial m, constituida por el armazon del cohete y el
combustible. Se dispara en posicion vertical. El combustible se consume de forma
constante a razon de p = dm/dt y se expele con una velocidad constante u con
relacion al cohete. Si se desprecia la resistencia del aire encontrar la expresion de la
velocidad del cohete en un tiempo t después de la salida.

El problema se resuelve mediante la aplicacion del principio segiin el cual, el impulso mecanico es
igual a la variacion de la cantidad de movimiento.

En un tiempo t después de la salida del cohete la masa del cohete es: m,-pt y posee una velocidad v.
Transcurrido un incremento de tiempo At se expulsa una masa de combustible Am con velocidad u
respecto del cohete. El cohete tiene ahora una masa my-pt -pAt y adquiere una velocidad v+Av

1) Cantidad de movimiento del cohete: (m, —pt)v

2) Impulso de la fuerza peso sobre el cohete: —(m0 - pt)g At

3) Cantidad de movimiento del cohete inmediatamente después de la expulsion
(m, —pt—pAt)(v+Av)

4) Cantidad de movimiento de la masa expulsada: -Amv, = —p At(u - V)

Como sobre el sistema cohete-combustible las fuerzas que se producen en la combustion de los gases
son interiores al sistema, entonces el momento lineal total del mismo permanece constante.

(mo —pt)V—(m0 —pt)g At =(m0 —pt—pAt)(V+AV)—pAt(u—V):>
= (mo —pt)V—(rn0 —pt)g At =(m0 —pt)v+(m0 —pt)AV—pAtV—pAtAv—pAtu+pAtV:>Si At
Av pu

:'(mo —pt)g At:(mo —pt)AV-pAtu:—g:E_m ot
0

tiende a cero, separamos variables e integramos

v t
.[dV:J-[—g+ pu ]dt:—gt+p—u[ln(m0—pt)—lnmo] = v=uln M, —gt
0 0 m, —pt —-p m, —pt

La manera anterior resulta tediosa de realizar, por lo que resulta mas rapido utilizar la ecuacion general
para un sistema de masa variable.

dv - _dm
m—=F+u—
dt dt

Si la aplicamos al caso del cohete y consideramos la vertical dirigida hacia arriba como positiva,
tenemos que la masa al cabo de un tiempo t es:

dm
dt

el signo menos de este cociente es debido a que el sistema pierde masa, en el caso de que la ganase
seria positivo.

me-p t, F es la fuerza exterior F=-(m,-p t) g, la velocidad G es—u y —p



\% t
m —ptﬂ=— —-pt)g+up=>|dv=||—-g+ up dt =
o dt o
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(Y]

m, —pt

= v=uln
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129.-Un vagon cargado de arena tiene una masa total M en el instante inicial, y se
desplaza por una via mediante la accion de una fuerza constante F con direccion
horizontal. El vagon suelta arena debido a un orificio que existe en el fondo del
mismo, siendo Am la cantidad evacuada por unidad de tiempo. En el instante t=0, la
velocidad del vagon es nula. Hallese la velocidad y aceleracion del vagon en funcion
del tiempo.

o ., . ) dv - _dm .
Utilizamos la ecuacion para un sistema de masa variable. ma =F+ HE' Al cabo de un tiempo t de

iniciado el movimiento, la masa del vagon es M- Am t, la fuerza exterior es F y u, la velocidad de la
arena respecto del vagon, es nula, por ir en €l.

(M—Amt)d—V=F:>.[dv=J-Ldt = V=—iln(M—Amt)+Cte
dt M-Amt Am
Cuando t=0 , v=0
Oz—ilnM+ctecCte=ilnM
Am Am
V:—iln(M—Amt)+ilnM = V= n M
Am Am Am M-Amt

,_dv_ F 1 ‘—MGAm):ﬂt_J;_
dt Am M (M —-Amt)’ M —Amt

M -Amt

130.-Calcular la energia almacenada en el campo eléctrico creado por una esfera de
radio R y carga Q. La carga esta distribuida de forma homogénea por toda la esfera.

La energia almacenada en un campo eléctrico esta dada por la ecuacion:

U:%jEHV

La integral debe calcularse en todo el espacio en el que exista campo eléctrico..
Para el caso de la esfera dividimos el campo creado por ella en dos partes, una la que corresponde al
espacio exterior a la esfera, y otra al interior de ella.

Para calcular el campo exterior aplicamos el teorema de Gauss
Consideramos una esfera de radio r>R concéntrica con la esfera que contiene la carga Q. El teorema de
Gauss expresado en forma matematica es:



En nuestro caso Z q=Q

Para calcular el campo en el interior de la esfera de radio R hacemos uso del teorema de Gauss

Consideramos una esfera concéntrica con la que tiene la carga Q de radio r<R

[E-a§=2 = E 4m =2
€ €

Q’ es la carga contenida en la esfera de radio r. Teniendo presente que la distribucion de carga es
homogénea, la densidad volumétrica de carga es la misma en la esfera de radio R que en la de radio r.
Q Q AL
p= =72 = Q= QF
— 7R’ 3 nr’

r3

o 9% or

' 4ne g’ 4dne g’ 4ne R°

Vz%nﬁ = dV = 4nridr

Calculamos la energia almacenada en el campo exterior a la esfera.

g e. % Q Y Q> %1 QX[ 1 1
U, ==[Bdv==] Anridr = [—dr= [——+—} =N
2 dme r R

2R

_Q 1
¢ 8mg, R

=

Calculamos la energia almacenada en el campo interior a la esfera.
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131.-Calcular la energia calorifica que se desprende en la resistencia R al cerrar el
interruptor 1.

A \ B
2C —
I
|
D

La fuerza electromotriz de la bateria es ¢ y su resistencia interna es despreciable.

Cuando el interruptor I estd abierto los dos condensadores estdn acoplados en serie con la bateria y
almacenan la siguiente energia:

~1c-2Cc , Cg

E =

Cpe’ =— €
2C+2C 3

1
2

Designamos con q a la carga de cada condensador y las diferencias de potencial entre sus bornes son:

2
C=— 9 0= 9 (v, V) (V- V) me= T L 22
Va—=Vg Vi =V, C 2C 3
& 2Cse
q 3 q 3 1
V —V = —=—= € ’V V =1 —_2 __¢
P e ¢ BT T 50T o0 3

Al cerrar el interruptor I comienza a circular corriente por la resistencia R y este fenomeno dura hasta
que la diferencia de potencial Vg-Vp se anule, y cuando ocurra esta anulacion, el condensador 2C
estara descargado, ya que no existe diferencia de potencial entre sus bornes. Ahora la caida de tension
€ esta entre los bornes del condensador C, con lo que su nueva cargaes g, =Ce¢ .

Durante este proceso la bateria ha aportado un trabajo:




La energia almacena en los condensadores es la que posee el condensador C

E, _Llee
2

La diferencia de energia entre la situacion inicial (I abierto) a la final (I cerrado) es:
1 1

—Ce’> —=C¢’ = Ce’
2 3 6

Dado que la bateria ha aportado una energia, el exceso de energia que no esta en los condensadores se
ha disipado en la resistencia R

Ce* Ce’  C¢’
3 6 6

Q=

132.-Calcular el valor de Q para la reaccion nuclear 14 (a, p)l 7 0O, sabiendo que la

energia inicial de la particula incidente vale 4,00 MeV y el proton formo con la
direccion de la particula incidente un angulo de 60° con una energia cinética de 2,09
MeV.

Vamos a deducir la formula general utilizando la nomenclatura mas habitual para una reaccion nuclear
x+X->y+Y

La particula incidente es x, el nucleo que hace de blanco es X (admitimos como ocurre con frecuencia

que estd en reposo), y, es la particula resultante de la reaccién e Y es el nuevo nticleo formado. Ty , Ty

y Ty son las energias cinéticas clasicas .

El proceso puede representarse graficamente

myvy

MyVy

Aplicamos el principio de conservacion de la cantidad de movimiento

m v =m v cosb+M,V,cosp

m v senf =M, V,senp
Eliminamos el término que contiene el angulo 3.

2.2 2.2 2 _ 2 2 2
m, v, +m vy cos’0—2m m v v cos6 =M;Vy cosp
2.2 20 _ A2 172 2
m v sen'6=MjVysenf =

2472 2.2 2.2
= M{Vy =m_v, +m_v)—-2m m v v cos6



Introducimos en la ecuacidn anterior las energias cinéticas en sentido clasico.

2T, 1 2T 1
TX :mevi :}Vx: o ;Ty:EmyVisz: my ’TXZEMYV?(:
2T
=V, = Y
MY

2T 2T 2T 2T. 2T
M —=m;—+m, —-2mm |—. |—cos® =
M, m, m, m, m,

= 2M, T, =2m T, +2m T, -4,/m m T, T cosd =

m, 2ymm T T cos
= Ty =T 4 T, — - oy

"M, M,

y

El valor de Q para las reacciones nucleares es:
m, 2 ym m T T cosd
Q=Ty +T,-T, =T, = 4T, > — Y
MY MY MY

m 2,/m m T T cosd
:Q:Ty(1+—yj—Tx(l— Zx j— LX)

Y

+T,-T, =

Y Y

Cuando se aplica esta ecuacion se utilizan los valores de los nimeros masicos en lugar de las masas
nucleares, ya que el error que puede cometerse es pequeiio y se facilitan los célculos.

En el problema propuesto x es la particula alfa, y es el protobn e Y es el nlicleo de oxigeno. Basta
sustituir los valores numéricos en la ecuacion (1) para hallar Q

Q= 2,09(1 +Lj - 4,00(1 —ij - 2\/i-L-4,OO 2,09 -cos60°=-1,2 MeV
17 17 17 17

133.-Unos protones con energia cinética 1,0 MeV bombardean un blanco de litio en
reposo dando como resultado una reaccion nuclear en la que se producen dos
particulas alfa, las cuales forman con la direccion de los protones angulos iguales.
Calcular la energia de las particulas alfa y el angulo que forman entre si.

Datos: masa del proton=1,007825 u, masa de la particula alfa = 4,00260 u , masa del
nicleo de litio = 7,0160048 u, velocidad de la luz c= 2,998.10° m/s, 1 u = 1,66.1 0'27kg,
carga del electrén 1,60.10" C.

El valor de Q para una reaccidon nuclear se puede expresar mediante la diferencia de masas. La
reaccion nuclear propuesta es la siguiente

p+'Li—2 ‘He



Q=M + M, )-2Masaac* = (1,007825+7,00160048 — 2 - 4,002603)c

~27
Q =-0,0186u.(2,998.10° | =—0,0186u M (2.998.10° =-2,78.10"2]
u
Q=-27810"1 Y _ 1741076V =-17.4MeV
1,60.10°]

También Q es la diferencia de energias

-174=T

proton

—2T, = -184=-2-T, =T =92MeV

Aplicamos el principio de la conservacion de la cantidad de movimiento

o 21 2m, - 292 050 = 2m, =8-9,2m cos’0
\/ m, | m,

cosf = 3 = 1,007825 =0,083 = 0=85,3°

4-9,2-m, 4.9,2-4,002603

El 4ngulo que forman entre si las dos particulas alfa es: 2*85,3 =170,5°

m v, =2m,v,cosd = m
m

+

134.-Un meson n en reposo se desintegré en un mudn u™ y un neutrino. Determinar

la energia cinética del muon y del neutrino.
Datos .Masas de las particulas: xt=1I 39,6 Me v/t K ,u+ =105,7 Me V/c* neutrino =0.

Teniendo en cuenta que el meson se desintegra desde el reposo, las otras dos particulas deben salir en
direcciones opuestas y con el mismo momento lineal, al cual designamos con p.
La conservacion de la energia nos dice que

E.=E, +E,

Teniendo presente la relacion relativista ~ E> =p’c” + m’c*, escribimos:

2 2.2 2 4 2 2202 2 4

m_ ¢’ =,/p’c’ +m’c +pc:>(mnc —pc) =p’c’+m)c’ =

= m.c* +p’c’ —2m, pc’ =p’c’ +mc* = mic* -2m pc’ =m’ct =
2 2

C(mn_mu)

- =
P 2m

T

La energia del neutrino es:



Ev = pc = =
2m 2.139,6 MV
(MeV)®
139,67 —105,7> 2
=22 ’ = 29,8MeV
' 279,2 MeV
CZ

La energia del muon es:

2 2 2
E, =B, -298=m.c>+T, =m_c>-29,8=T, =c*(m, —m, )-29,8
T, =139,6-105,7-29,8 = 4,1 MeV

135.-Determinar la energia umbral necesaria para crear un antiproton mediante la
reaccion: p+p—>p+p+p+p.

Realizar el mismo cdlculo para la reaccion: p+p — p+ p+n°
Datos: Masa del protén y antiproton = 938,26 MeV/c’; masa del pion = 135,0 MeV/c’.

En estas reacciones entre particulas un proton actia como proyectil dotado de energia cinética y
momento y el otro estd en reposo. En el sistema de referencia del proton en reposo la energia inicial es

_ 2 2
E, =mc +T+mgc
Siendo m,, la masa del proton en reposo y T la energia cinética del protén que actuia como proyectil.

En el sistema de referencia del centro de masas los dos protones tienen momento nulo y dado que se
pide la energia umbral (minima) los cuatro protones deben estar en reposo siendo su energia

E,, =4mc’
Hacemos uso del invariante relativista E* —p°c’> =m®c*® , donde E y p son la energia y el impuso
totales antes de la colision y m la masa en reposo de la/s particula/s que se forman

E; -p’c’=E, = (2mpc2 +T)2 —p’c’ = l6mlzjc4 (1)
La energia del proton que actiia como proyectil

2 .22 2 4 2.2 _@/2 2.4 2.2 2 22 4
E,=p'¢c+mc = pc"=E -mic = pc —(mpc +T) m;c

Combinando esta ecuacion con la (1), resulta:
2 2
(2mpc2 +T2) —l(mpc2 +T ) —m§c4J: 16m]23c4 =
= 4m§c4 +T? + 4Tmpc2 —(mf)c4 +T? +2Tmpc2 —mf)c“): 16mf)c4 =

MeV

= 2Tmpc2 =12m§c4 = T =6rnpc2 =6-938,26—; .¢? =5,63.10°MeV
c

Para la segunda reaccion el procedimiento a seguir es el mismo

Ahora E_ = (2mp +rnﬂ)c2



4m§c4 +T? +4Tmpc2 —(rnf)c4 +T? +2Tmpc2 —mf)c“): (Zmp +m, )204 =
= 4rn]2)c4 +2Tmpc2 = (2mp ern)zc4 = 2Tm = (2mp ern)zc2 —4m}2)c2 =
_ oo 4m; +m; +4m m, —4m; o mn(m,I +4mp).C2 N
2m, 2m
~135,0(135,0 +4-938,26)
2-938,26

p

T =280MeV




