PROBLEMAS VARIADOS 16

136.- Una carga puntual Q dista del centro de un circulo de radio R una distancia
h. Calcular el flujo eléctrico que atraviesa la superficie circular.

Por definicion el flujo eléctrico que atraviesa una superficie es:
©=[E-dS = d®=EdScosd

El médulo del campo eléctrico creado por una carga puntual

I Q

E=
dng, 1’

Sobre el circulo escogemos una superficie dS tal que toda ella diste r de la carga Q y esa superficie
debe ser una corona circular de radio p, tal como se indica en la figural.

Q.

Fig.1

Toda la corona circular dista r de la carga formando un angulo 6 con la vertical. El vector campo es

dE vy tiene dos componentes, una de ellas, perpendicular al circulo y la otra en el plano del circulo.
La componente perpendicular es la que contribuye al flujo ya que el angulo con la superficie de la
corona es 0°.

El flujo que atraviesa la corona de radio p es:



d® = E - cosH - superficie de la corona = E - cosf - 2npdp

L Q_ 1 Q 'cos6=—h

E= 2 2 2 2 2
4ne, v~ 4me, h” +p h? +p

Sustituyendo los dos valores en la ecuacion del flujo

1 Q

Qh — pdp
4ne, h* +p° h? +p?

do = '2npdp=2

3

8 =
° (h2 +p° )2
Para calcular el flujo total a través de todo el circulo se integra la expresion anterior

Qh
2¢

(4]

b =

pdp (1)

3

(h2 + p2)5

o—%

Para calcular la integral hacemos el cambio de variable siguiente:
h’+p’=u’> = 2pdp=2udu

Con este cambio de variable resolvemos la integral siguiente:

R
odp Rudu 1R 1 1 1
e

(h? +p? e

O'—.W
Il

La ecuacion (1) queda

e e e

137.-Calcular la distancia entre los maximos de las franjas de interferencia
producidas por una fuente de luz de longitud de onda 550 nm, colocada a b=20 cm
de un biprisma de Fresnel, de indice de refraccion n=1,46 y angulo « = 2° La

distancia del prisma a la pantalla es de D = 2m.

En la figura 1 se ha hecho un esquema (no a escala) en el que se destaca la marcha de los rayos
desde los focos virtuales S; y S,. La distancia S;S, = a. En la pantalla se ha elegido un punto
arbitrario A. Si la diferencia de marcha d,-d; es un multiplo entero de la longitud de onda, en A se

producird un maximo.



PANTALLA |

De la figura 1 se deduce:

2 2
d§:L2+(h+%j ;df:L2+(h—%j =d2-d? =ah=(d, +d,)d, -d,)=2ah =

o d, = 2ah _ mA(d, +d,)
(d, +d,) 2a
En la ecuacion anterior se puede sustituir d,+d; por 2 L=2 ( D+b)
. mA (D +b)) W

Para obtener h es preciso conoce a, esto es, la distancia entre los focos virtuales S; y S,.

En la figura 2 se ha hecho un esquema en la que se contempla la mitad superior de un biprisma de
Fresnel. Para poder hacer el dibujo, el angulo del prisma se ha hecho de 20° en lugar de los 2° que
dice el problema.

Fig.2

o

20




Queremos que el angulo de refraccion r en la primera cara del prisma sea 20° igual al dngulo del
prisma.

l1-seni=1,46-sen20° = 1=30°

Teniendo en cuenta que en un prisma o =r+1" = 1'=0°.Por tanto el rayo penetra en la direccion

normal de la segunda cara y su prolongacion en S;..De la figura 2 se deduce:
a

B=1-a=30-20=10°; senB:sen(i-a)zsenlO":ﬁz

oo

Dado que el biprisma de Fresnel se caracteriza porque el angulo alfa es muy pequeio, en el
problema 2°, podemos escribir:

a
lli=na = P=i-a=noa-a=an-1)= B:%:a(n—l) =
= a=2(n-1)ab
Llevando el valor de a a la ecuacion (1)
-9
h:mx(D+b)): 1-550.107 - (2+0,2) _1.88.10m
2(n-1)ab 2-(146-1)- 2314 0

138.-a) Calcular el campo eléctrico de un segmento esférico, cargado
uniformemente, en el centro de la esfera de radio R a la que pertenece. El area del
circulo que cierra el segmento es r<R y la densidad superficial de carga o C/m®.

b) Calcular el campo eléctrico que crea un hemisferio, de radio R con densidad de
carga superficial g, en su centro

En la figura 1 se ha representado el segmento esférico cuya area del circulo que lo cierra es r. El
radio de la esfera es R. Sobre el segmento esférico se ha considerado una superficie de altura dh .
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El area de dicha superficie es:
dA=Rd62ma

y su carga eléctrica

dQ=Rd02mac
Cualquier lugar que se elija de esta superficie dista R del centro de la esfera, por ello, el campo
eléctrico creado son vectores que forman un angulo 6, pero dada la simetria del proceso las
componentes horizontales se anulan y solo quedan las verticales (ver la figura 1). El médulo de esa
componente es:

{E - 1 d—?cosez 1 RGdGZZRaCOSe: 1 2mwac
¥ 4me R 4rme R 4me

o o o

cos0do

En la ecuacion anterior existen dos variables, una es 0 y la otra a. Ambas estan ligadas entre si

sen =2 = cos0do =lda
R R

Llevando esta relacion a la ecuacion dE,.

JE - 1 2naa_ida: 1 25120'.da
* 4me, R R 2g, R

(o]

Para hallar el campo debido a todo el segmento circular integramos:

! (6) (¢) 32 f GI’Z
Ey:jz R R S T e
02 ¢, £, 0 e R

b) Para resolver este caso basta integrar como anteriormente pero cambiando el limite r por R.

R
E _R o da = o} a’ B oR? . ©
y_£ s 2, 4eR> 4g,

[}



139.-Un mol de gas perfecto con coeficiente adiabatico y se expansiono de forma
reversible segun al ley p = kV, donde k es una constante. EI volumen inicial del gas
es V,. Como resultado de la expansién el volumen final alcanzado por el gas es
nV,. a) Calcular: a) el incremento de energia interna del gas. b) El trabajo
realizado por dicho gas. ¢) Su capacidad calorifica molar para este proceso.

a) Calculamos la presion, volumen y temperatura del gas al principio y al final de la expansion:
Inicial: p,=kV,, Vo, T, ; Final: pe=kV&knV,, Vi=nV,,

Para calcular la temperatura final aplicamos la ley de los gases perfectos

kV -V knV_ -nV,
o o _ nono :>Tf=1’12TO
To Tf

La variacion de energia interna para un gas perfecto es:

AU=C,(T, -T,)=C,[0’T, -T,)=C, T, (n* -1)

[}

Para un gas ideal C, —-C,, =R ; S—P=y = C, =

\Y%

Y
AU =T (0 1) = KT (52 —p)= PeVo (g2 ) KV (2 _y)

y-1 v-1 v-1
\Y Vv v
f f Vo 2172 2 2
vV, V kV,
b W=— [P dV=—[PdV== [kVdV=—k =T |= e (1-n)
v, v, v, 2] 2
0 0 0

dado que n>1, W es negativo, lo cual indica que el trabajo lo realiza el sistema al exterior.

c¢) A partir del primer principio AU =Q+ W, utilizando como criterio de signos que Q y W son
positivos cuando sobre el sistema y desde el exterior se aporta trabajo o calor

Q=au-w= Yy ) Ve (1_n2)=kvz(nz_1(;+ij ~

y-1 ’ y-1 2
= Q:kVOZ(nz—1{2+Y—1J:k\/02(n2—1{ Lty j
2(y-1) 2(y-1)

kV? I+7y
Wil
C_AQ 2 y—1) kV;(l+y
AT n’T, - T, 2T, \y-1

Para un gas perfecto: PV=RT = p,V, =RT, = kV. =RT,

cKVO(l1+y) _R(1+y
2T, \y-1 2 y-1



140.-Una pequeiia masa comienza a deslizarse por un plano inclinado de angulo .
El coeficiente de rozamiento es directamente proporcional al camino recorrido por
la masa (p = ks).Calcular el camino recorrido por la masa hasta que se para y la

velocidad méxima que ha alcanzado en dicho recorrido.

La masa cuando inicia su movimiento tiene una cierta energia potencial y carece de cinética.
Cuando se para no tiene ni energia cinética ni potencial. La energia potencial perdida se ha
empleado en el trabajo de rozamiento efectuado a lo largo del camino recorrido.
St g2
W, = Iksmgcosads = kmg cos a?f
(6]

Designamos con h , la altura que desciende la masa desde que inicia el movimiento hasta que se
para, teniendo en cuenta que el camino recorrido sobre el plano es s , se deduce que:

h " . , :
sena =— => h=s;sena,y lapérdida de energia potencial es: mgs, sena.Igualando el trabajo
S¢
de rozamiento con la pérdida de energia potencial
2

St 2tago
kmgcosa—=mgs,seno. = s, =
2

k

El diagrama de fuerzas sobre el cuerpo nos conduce a

dv dv ds dv
mgseno—F, =ma = mgsena—-ksmgcoso=m—=m—-—=m—v =

m =m
dt ds dt ds

2 2
= I(gsenoc—ksgcosa)ds :jvdv = g sena—kgcosa%:%+Cte

Cuando se inicia el movimiento s = 0 y la velocidad es nula, luego Cte=0.

Para buscar la velocidad méxima derivamos la ecuacion de la velocidad con respecto a la variable s
e igualamos a cero

2 —
V:\/ngsena—2kgcosas—:>j—vz 2 gsena 2kgscosa2 =0 =
S
2\/2gssena—2kgcosas'2
N S:tagoc
k

Llevando el valor de s a la ecuacion de la velocidad



t 2 2 2 :
V=\/2g agOL~sen0c—kgcosontagzm = pgS & e G :\/W
k k kcoso.  kcosa k

141.-Un gas perfecto contiene n moles. Dicho gas se enfria a volumen constante y
a continuacion se expande a presion constante hasta que su temperatura es igual a
la inicial y su presion varidé k veces la inicial. Se pide el cambio de entropia que

ocurre en el proceso total.

Designamos con Py, V; y T las condiciones iniciales del gas (estado 1). Al enfriarlo isocéricamente
(estado 2) sus variables son P, V|, T,, después del proceso isobarico, las coordenadas

) ) P
termodinamicas del gas son: P;=P; Z?, Vs, Ty (estado 3).

El proceso del estado 1 al estado 2 se produce con variacion de la presion y de la temperatura

De acuerdo con el primer  principio dU=0Q+dW. Recordando
dS:S—Q , Y SW:—pdV:-EdV,resulta:
T A%
dU:TdS—RTd—V:CVdT = dSzCVd—T+Rd—V
\Y% T \Y

Aplicando la ecuacién anterior para el proceso del estado 1 al 2.

T \Y
S, —-S, =nC,In—*+nRIn—2= (1
2 1 \% T V ()

1 1

El proceso del estado 2 al estado 3 se produce con variacion de la temperatura y del volumen.

dU =TdS-pdV =C,dT ; TdS—%dV:chT = dS=CVdTT+Rd7V

Aplicando la ecuacion anterior para el proceso del estado 2 al 3.

T \Y
S, -S, =nCyln—=+nRIn— (2)
T2 V2
Sumamos las ecuaciones (1) y (2).

S; =S, =n Cvln&+RIn&+Cvln£+Rln& (3)
T V, T \%

1 1 2 2
Segun la ley de los gases perfectos

P1V1:P2V2:>E P, P

1
2 —
T, T, T, P, kP, k T, T, T,

que



Sustituyendo en la ecuacion (3)

A% T kV,
S,-S,=n Cvlnl—i-Rln—2+Cvln—1—i—Rln—1
k A% T

1 2 V2

S, =8, = nR[ln&—lnLj =nRInk

1 1

142.-Calcular el aumento de entropia de n moles de un gas perfecto cuyo
exponente adiabatico es y si el gas sufre un proceso por el que su volumen
aumento k veces y su presion disminuyo 8 veces.

Hacer el calculo paran =2 moles, =130, k=2, f=3.

P
En el estado inicial, las coordenadas del gas son: P;, V; y T, y en el estado final —1,le;Tf Ja relacion

entre ambos estado es:

Para calcular el aumento de entropia podemos establecer caminos entre el estado inicial y el final ya que la
entropia es funcion de estado y no depende del camino seguido sino del estado inicial y final.

Intermedio,
— —

Inicial ,1 D Final, 3

Py, Vi, T, Py, Vi, Tt
P k

n moles n, moles Ll KV, T, =T~
p p
n moles

Desde el estado 1 al 2 el gas evoluciona cambiando su presion y temperatura y manteniendo constante su
volumen

De acuerdo con le  primer  principio dU=8Q; +0W. Recordando  que

dS= 0Qy
T

,y OW=-pdV = -%d\/ , resulta:

dU=Tds-RTY —car = das-c,LrY @
v T \

Para un mol de gas

PPV jv-R gro 4P, dV_dT

PV=RT=PdP+VdV=RdT = —
PV PV P v T



=G

j ¢, L_rE ()
T P P

dT dv

gs=c, L gdV_c 9T [dT dP
T v T

Aplicamos la ecuacion (2) para n moles de gas entre los estados 1 y 2.

RT X
k p
T P TIE \ k
S,-S,=nC, In-—--nRIn-%=nC, In -nRIn———=nC,In——-nRIn—=
1 Pl Tl RTI B
Vl
k

= Sz—SlanvlnE

Desde el estado 2 al 3 el gas evoluciona cambiando su presion y volumen y manteniendo constante su
temperatura.. Sustituyendo en (1)

gs=c, L g4V
T Vv

dv V(d—P+d—Vj+Rd—V:CVd?P+CPd7V(3)

A% A%

Aplicamos la ecuacion (3) para n moles de gas entre los estados 2 y 3.
nRT,

B
S, =S, :nCVln£+nCplnkV1 =nC, In bV, +nC, Ink =nCy In L +nC, Ink
P, \%2 nRT, BT k
v B

S;-S,=nC, ln%+nCP Ink
(S, -S,)+(S,-S,)=S, -5, :nCVln%+nCPInk+nCvlnB =

= S,-S, =n(-C, Ink+C, Ink +C, Ink —C, Inp) =
= 8,-S,=n(C, Ink-C,Inp)=n(C, Ink + RInk —C, Ink)

La diferencia de las capacidades calorificas es igual a R
C R R
C,-Cy,=R =» —*t-1=— = C,=—+
Cy C, y-1
S,-S,=n Rk Rink - 1np =ﬂ[1nk+(y—1)1nk—1nﬁ] =
| y—1 y—1
J

’Y_
2mol- 8,31
J

molK (1 30.1n2—1n3) = ~10.9-

nR
= S3—Slzj(ylnk—ln[3): 001



