PROBLEMAS VARIADOS 18

148.- Una particula P describe una trayectoria circular de radio R, con velocidad
angular @y aceleracion angular c.

R es el vector de posicion de la particula respecto del centro de la circunferencia.
Determinar la velocidad y aceleracion de la particula para un observador en
reposo, e identificar las componentes intrinsecas de la aceleracion absoluta

Z
El vector de posicion de P en un instante t, respecto de los ejes 25

inerciales en O es:

Rchosng+Rsen(p3 con @ =¢(t) Fa\,
0 N

El vector velocidad es su derivada respecto del tiempo:

v :—gbRsen(oT +¢Rcosgoj = (DR(— sen(pT + cosgoj) [1]

El vector contenido en el paréntesis es un vector unitario
situado en una direccion perpendicular al vector Ry como la
trayectoria es una circunferencia tiene la misma direccion que
la tangente, recibiendo el nombre de vector unitario tangente 7 .
La ecuacion anterior [1] se puede también escribir.

v=0RT7

Ahora bien, si definimos el vector velocidad angular @ como un
vector en la direccion del eje de rotacion Z, cuyo sentido lo

proporciona la regla del sacacorchos, entonces @=wky si
establecemos y verificamos el producto vectorial V =& xR [2]

i j Kk
v=| 0 0 o |=oR(-sen (0;+COS¢3)
Rcosgp Rsengp O
Resultado que al coincidir con [1] confirma la ecuacion [2].
Para calcular la aceleracion respecto de O, vamos a derivar el vector velocidad respecto del tiempo.
a = ®R(—sen g/)T + cosgoj) + oR(—¢cos (af - gi)senq)}) =

= oR(—sen gof + cosq)j) —®’R(cos gof +seng03)

Cambiando @ =« modulo de la aceleracion angular resulta:



a = aR(-sen (0; + cosq)j) — ®”R(cos gpf +sengp}) =R T-0’R [3]
El primer vector de [3] es tangente a la trayectoria, se conoce como aceleracion tangencial,
mientras que el segundo tiene direccidn radial con sentido hacia O como indica el signo menos, se
conoce como aceleracion radial o centripeta.

Si derivamos la ecuacion vectorial [2] respecto del tiempo inmediatamente obtenemos también la
aceleracion.

a=0xR+®xR =&xﬁ+6x(&xﬁ) [4]
Estando por definicion el vector aceleracion angular ¢ en la direccion del eje de rotacion y su
sentido coincide con el de @, en el presente caso. En consecuencia a = ak

El primer sumando de [4] es la aceleracion tangencial y el segundo en la aceleracion centripeta.
Verifiquese que sale igual que en [3]; efectuando los productos vectoriales que aparecen en los dos
sumandos de [4].

Una alternativa inmediata y breve es la siguiente:
Utilizando coordenadas polares el vector de posicion es R = Rii, ; derivando respecto del tiempo y
considerando que la derivada de un vector giratorio de médulo constante (demostracion obvia que

T

, . du, . .
esta en cualquier texto) es d—tf =oxi

Volviendo a derivar.

i- YRI5 i Rox U _RIO G L Rox B,
dt dt dt

149.-Una plancha de masa m, esta situada sobre un suelo horizontal, siendo , el
coeficiente de rozamiento. Una barra de masa m, y longitud L se apoya por un
extremo sobre la plancha y forma con la vertical un angulo «, por el otro extremo
esta articulada en A que permanece fijo (ver la figura inferior). El coeficiente de
rozamiento entre la plancha y la barra es .

a) Mediante una fuerza horizontal T, aplicada en la plancha se desea que ésta se
deslice hacia la izquierda a velocidad constante, determinar T;. b) Realizar el
mismo caso pero para que la plancha deslice hacia la derecha.

VTS S

a) Cuando la plancha deslice hacia la izquierda los diagramas de fuerzas sobre la plancha y la barra
son los siguientes:



ANs
A
Fop = o Ny
i > Npb o
Tl Nbp pr
Frp= HpNs Meg
v
mpg

Fuerzas sobre la plancha:

Peso de la plancha = m,g ; Fuerza que el suelo ejerce sobre la plancha = N

Fuerza con que la barra empuja a la plancha = Ny,

Fuerza de rozamiento entre la plancha y el suelo =Fg,

Fuerza de rozamiento entre la plancha y la barra = Fy,

Fuerza aplicada en la plancha para que deslice hacia la izquierda con velocidad constante=T;
Fuerzas sobre la barra:

Peso de la barra = mpg ; Fuerza con que la plancha empuja a la barra =Ny, : Las fuerzas Ny, y Npp
son accion y reaccion y por tanto tienen el mismo modulo.

Fuerza de rozamiento entre la barra y la plancha = Fy;, Las fuerzas F,, y Ny, son accion y reaccion
y por tanto tienen el mismo maddulo.

Reaccion en la articulacion A = Ra. En la figura se ha dibujado en una direccion cualquiera, pues
a priori no puede saberse como esta dirigida.

Como la plancha desliza a velocidad constante se cumple: que la suma de todas las fuerzas
D F =0
D F, =0

aplicadas debe ser nula: » F=0 =

T =p N =p Ny, =0 5 Ny=mg+N, = T, _Hp(mpg"‘Nbp)_MbNbp =0 ()

La barra se encuentra en reposo, si empleamos la condicion de que la suma de los momentos
respecto de la articulaciéon A es cero, evitamos introducir la reaccion en la articulacion Ra y asi
calculamos directamente la reaccion Np,. Los momentos que sean

perpendiculares a la barra y dirigidos segln el dibujo hacia fuera del papel, se tomaran positivos y
en sentido contrario negativos.



L
mbg-E-sena—pr -L-sena—F, -L-cosa:O:>%-sena—Nbpsena—Fbpcosa:O

m
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m,g
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:>T-sena—Nbpsenoc—,ubNbpcosa—0:> N,, =

sena + [, cosa

Sustituyendo Ny, en la ecuacion (1)

m,gsena

TI_Hpmpg_(Hp"‘Hb)' ):0 =

2(sen o+, cosa

m,gsena
. (2)

= T, =p,mg+ (Hp + Hb)' 2(sen(1+Hb cOSOL)

b) El diagrama de fuerzas cuando la plancha desliza hacia la derecha

Ns
Fbp = b Nbp
< N
| T pb
< F.;
Frp= HpNs ’
mbg
mpg

Aplicando de nuevo las condiciones ZF =0a la planchay 21\7[ =0a la barra, resulta:
Ty —n, (mpg + Ny, )_ H Ny, =0 (1)

L m
m,g-—-sena— N, -L-sena+F, -L-cosa:0:>—bg-sena—Nbpsena+Fbpcosa:O

m
7bg.sena

m,g

= sena— N sena+ #,N, cosa=0= N, =

sen o — 1, cos
Sise compara con las ecuaciones anteriores resulta que la unica diferencia es cambiar un signo mas
pOr uno menos.

m,gseno (3)

Ty =p,mg+ (“p Ty ) 2(sena —L, COS oc)

Si se compara Tj con Tp resulta que siempre Tp>T;, ademds puede ocurrir que Tp sea infinito si se
cumple que sena =p,cosa = |, =taga, con lo cual es imposible deslizar la plancha hacia la

derechasi p, >taga.



150.- En el cubo de la figura cada lado tiene una resistencia R. Hallar la
resistencia equivalente cuando el cubo se conecta entrea) 1y 7 b)entre 1y 2 c)
entrely 3.

s 7
2 3
5
/ 8
= d

a) Supongamos que la corriente de intensidad I, llega por 1 y sale por 7. Al llegar a 1 se reparte por
tres ramas ( 1-2; 1-4; 1-5). Para llegar a 7 tenemos los siguientes caminos.
1267 ; 1487 y 1567, por los tres caminos se recorren las mismas resistencias. Por tanto, cuando I se
divide en 1, las intensidades por 1-2; 1-4 y 1-5 son las mismas y las designamos con 1.

[=3i

Por 7 debe salir la misma corriente que entra por 1, luego las corrientes que llegan a 7 tienen que ser
1 por cada ramal 6-7, 3-7 y 8-7.

Por simetria, al dividirse las corrientes en 4, 5y 2 por cada rama la intensidad es /2. La figura 1
indica las corrientes en cada rama.

2. 4 8 Fig.1

De la figura 1 se deduce

V, -V, =(V, = V,)+(V, = Vy)+(V, - V,) = IR, =iR+%R+iR =

5R

6
b) La corriente I penetra por 1 y sale por 2. . Al dividirse la corriente en 1, los caminos 1432 y 1562
son equivalentes, por tanto, las corrientes 1-4 y 1-5 son iguales y las designamos con i. El camino
de 1-2 es diferente a los dos anteriores y lo designamos con j.

[=2i+]

La corriente 1 de 1-4 al llegar a 4 se bifurca y designamos con k a la corriente por 4-8 y por i-k a la
corriente por 4-3..



En la cara 1584 se cumple:

L ,R+IL +I,+I,,=0 = 1R+, ,R-kR-iR=0 = I, =k

De lo anterior se deduce que I, , =2k y I, =i-k
En la cara 4378 se cumple (i—-k)R-I, ,R-2kR-kR=0 = I, ,=1-4k

Si la corriente entrase por 2 y saliese por 1 seria semejante a que entrase por 1 y saliese por 2, luego
si entra por 1 y sale por 2, [ ¢o=1 el 3,=i

Enelnudo3 :l43+t137=Ly = i-k+@G-4k)=1 = i =5k
En la cara 1256
I ,R+I, R+I,,R+I, R=0= j-i-i+k-i=0 = j=3i-k= j=14k

En la figura 2 aparecen las corrientes.

= 1T
,}wg——Jﬁkﬁ 8
e T"'
il R
F 1o b

- 'J 'R:14kR— 7
2i+] 24k 12

I-R,=V,, =>(2i+j)-R,=jR = R

c¢) La corriente I entra por 1 y en ese nudo se divide en dos corrientes de valor i cada

una i, y una tercera de valor j.
[=2i+]

Al salir la corriente por el vértice 7 llegan a ¢él las corrientes i y j para que se cumpla la ecuacion
anterior. Esto trae como consecuencia que la intensidad por 4-8 sea nula y también la 2-6.
Cara4378 1R—-jR-I;R=0 = I, =1—]

Nudo 7 (i-j)-1,=j = I,=2j-i



(2i+jR, =iR+0-R+(i-jR+jR=2R = R, :2.21.
1+]

Cara1584 jR+(j-vVR-iR=0 = v=2j-i
Cara5678  VR+(2j—iR-(i-jR-(j-v)R=0 = v=i-j
De las dos ultimas ecuaciones se deduce:

2
2di-i=i-j = j=Zi
j i= =3

R, = ‘21 R= 21 Rzﬁ
I T R
3

En la figura 3 se indican las corrientes.

Fig.3



151.- Una particula se encuentra inicialmente en la esquina superior (punto A) de
una puerta rigida que gira alrededor de un eje vertical con velocidad angular
constante @'. La particula se mueve por el borde superior de la puerta con
velocidad constante v,. Determinar, expresando los resultados en el sistema movil
S’, que gira solidario con la puerta: a) velocidad relativa de arrastre y absoluta de
la particula en funcion del tiempo, Db) aceleracion relativa, de arrastre,
complementaria y absoluta en funcion del tiempo

z2=27'
b el
Y\\A
)
{0’ !
02 —Y
\\\\\ :
RN
.
X X
La ecuacion cinematica de velocidades es:  v=V, +@xT1'+V'

a) La velocidad relativa, es decir definida desde los ejes méviles en O vale:

Vi=—v i’
En este problema, la velocidad de arrastre debida al movimiento de los ejes moviles resulta:

Por no efectuar traslacion v, =0
Debido a la rotacion vale: @ x T’ = ok’ (hf<’ +(1- Vot)f') =o(l-v,t)]’

La velocidad absoluta v = —v_ i+ o(l-v,t)j’

c) La ecuacion cinematica de aceleraciones es:
T A '« () N
d) a:ao,+wx(wxr’)+d—xr'+2wxv'+a'
t
., : . ., adv' d ,
La aceleracion respecto de los ejes moviles @’ = ” = a(— o ):

Las aceleraciones de arrastre:
ay, =0

dx(@x7)=okxo(l-v,t)j'=-0*(1-v,t)i’

do _, -
—x1'=0; pues m=cte
dt

La aceleracion de arrastre vale:  a =— o’ (1-v,t)i’

arrastre

La aceleracion complementaria o de Coriolis:

a. =20xV :2m12’xvo(—f’):_2m v 03,



La aceleracion absoluta: a=—’(1-v,t)i'~20v, j'

152.- En el circuito de la figura inferior AB es un potenciometro de resistencia
total R y CD es una resistencia de carga de valor R. Si el cursor del potenciometro
se coloca en la mitad de éste y se aplica una tension Ug a la entrada, la tension de
salida en la resistencia de carga es Us. Ahora se duplica la tension de entrada pero
se quiere mantener la de salida y se pregunta como se ha de desplazar el cursor
para lograrlo.

Cuando la
tension de entrada es 2Ug, designamos con R; y R; a las resistencias del potenci 6metro por
encima y por debajo del cursor, como indica a figura 1.En la misma figura se indican las
intensidades de corriente, en el caso primero y en el segundo.

A |
I A |
A M
R/2 ey R —» R
”””””””” 4
v R 0, R
Us 1 R
1-m * M Us
: v
\ v
Caso primero Fig.1 Caso segundo
De 1la figura 1 se deduce que

. . : . : R, R
R, y R se encuentran en paralelo, siendo, por tanto, su resistencia equivalente igual a —= .Esta
2

resistencia equivalente estd en serie con Ry, luego la resistencia total es




R o
En el caso primero: R1=R2=5 = RT1=5+ 2 >R
2 2 R 6

5+R

U, =i-R, :%iR (1)

En la malla inferior mR — (i — m)% =0= i=3m= Ug;=mR= %R (2)

Para el caso segundo: IR, + MR =2U,

En la malla inferior: IR—(I—M)R2:0:>M: IR, ; US:MR:IRZR
R+R, R+R,

)

. R,-R
En todo el circuito: 2U, =1-R, =1| R, + —2 4)
R,+R

Combinado las ecuaciones (1) y (4)

. R,-R) 5iR R, R
2. 0iR = R RISR g g R (5)
6 R,+R 3 R, +R

Combinando las ecuaciones (2) y (3)

i R, R
Do
3 R, +R
De (5)y (6)
R, R R, R R, R
51—2 =] R-R, +—2 = 4—2—=R-R,
R, +R R, +R R, +R

Establecemos que R, es una fraccion de R, esto es, R, = oR

2
R _R-R = 4%
aR +R l1+a

4 =R(1—a) = 4o=1-a?

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

—4xl6rd

2

o’ +40-1=0=a=

La solucion valida del problema es: R,=a-R= (\/g - 2)R



153.- Dos cargas eléctricas puntuales, e iguales y del mismo signo, se encuentran
en reposo a una distancia L. Se dejan en libertad con velocidad inicial nula y se
determina que al cabo de un tiempo t; se encuentran a una distancia 2 L. Si las
mismas cargas estuviesen en reposo a una distancia inicial 3L y se dejasen en
libertad con velocidad inicial cero, al cabo de un tiempo t, se encontrarian a una
distancia 6L. Calcular la relacion entre ambos tiempos.

En ambos caso las cargas se mueven debido a que cada una sufre la accion de una fuerza de
repulsion, cuya caracteristica es la de ser variable, pues varia con el inverso del cuadrado de la
distancia, y a medida que se alejan las cargas entre si la fuerza disminuye.

Analicemos el primer caso

Inicialmente cada carga dista L/2 de un origen de coordenadas OX, dicho origen se ha situado en
el medio de las cargas. Al dejar dichas cargas en libertad, una se desplaza hacia la derecha y otra a
la izquierda Por simetria siempre tendran el mismo moédulo de velocidad y estaran a la misma
distancia de O.

Cuando la distancia x a O sea x =L./2+L/2=L, la distancia entre las cargas es 2L.

Supongamos que la carga de la derecha se encuentra en un momento determinado a la distancia x de
O. En ese instante actuara sobre ella una fuerza de repulsion de valor

1 q’
ane, (2x)
De acuerdo con la segunda ley de Newton
2
L q—2: dV mﬂ-d—xzmv— = I —dX ijdV =
léme  x dt dx dt léne, x*
2 2
d 1 =m— +Cte (1)
lome, | x 2

Segtn el enunciado del problema cuando x=L/2 su velocidad es cero, por tanto

2 2
C (2 = v= -4 (2.1} (o
léme, \ L lome \L x

Nota.- Esto se podria hacer por la ecuacion de la energia . W = AE; , calculando el trabajo

realizado por la fuerza electrostatica desde la posicion inicial en la que v, = 0; hasta la posicion X,
en la que la velocidad es v.

x q 1 . 1 2

——dX=—mv- -0
%167[80 X2



Si analizamos el segundo caso, llegamos a la misma ecuacion (1), aunque ahora varia la constante,
ya que cuando x = 3L/2 la velocidad es cero

2 2
C |2 e = v= -9 [2_1) 3
léme, \ 3L léme \3L x

Cuando x=(3L/2)+(3L/2) =3L, la distancia entre las cargas es 6L.

Por claridad, a partir de ahora, designamos a la velocidad en el primer caso por v; y por v; en el
segundo caso y a la variable x por x; y en el primer caso y x, en el segundo caso.

Supongamos que para el caso 1 un cuerpo se desplazase con velocidad media constante y recorriese
la distancia L/2 en el tiempo t;.

Hagamos lo mismo para el caso 2.

Dividiendo ambas ecuaciones

1 Voo t Vi
=— =01 o, =3-"0¢ (4
Vo) b Vin@)

La ecuacion (2) la aplicamos cuando x=x;,=L, esto es, cuando la distancia entre las cargas es 2L.

vit)= |- (2 1) 4 1
1\"1
lome \L L 4ne, L

La ecuacion (3) la aplicamos cuando x=x,=3L, esto es, cuando la distancia entre las cargas es 6L.
2 2
q 2 1 q 1
)= (2 L) L
lome \3L 3L 4ne, 3L

FEl cociente de estas velocidades instantaneas es:

a 1
Vl(tl) _ 167[:80 L :\/g
t 2
v,(t,) q s
léne, 3L

Si escogiésemos para el primer caso cuando la carga ha recorrido la mitad del camino, esto es,
cuando x;=L/2+L/4=3L/4, la velocidad instantanea en ese lugar es:



EY 773 Y N W (A B W
l6me, \L 3L) \l6me, 3L

Si escogiésemos para el segundo caso cuando la carga ha recorrido la mitad del camino, esto es,
cuando x,=3L/2+3L/4=3L/4, la velocidad instantanea en ese lugar es:

2 2
voLi)= |4 (2 _4)_ |4 2
lomwe \3L OL lome, 9L
Fl cociente entre esas velocidades instantaneas:

v,(3L/4)
v,(9L/4) ¥

Escogiendo cuando en cada caso la carga ha recorrido %2 0 1/8 o 1/16 de su camino el cociente entre
las velocidad instantdneas es ~/3, en consecuencia, también tienen que guardar la misma
proporcion las velocidades medias que aparecen en la ecuacion (4).

\
t,=3—"0¢ =331,

Vi)



