PROBLEMAS VARIADOS 3 (2011-2012)

256.- Dos condensadores, uno cargado, de capacidad C,, y otro descargado,
de capacidad C, , se conectan entre si. Calcular qué fraccién de la carga inicial
tiene cada condensador una vez alcanzado el equilibrio.

Hallar la relacién entre la energia final de los condensadores después de la union'y
antes de ella.

Designamos con Q la carga del condensador 1 y con q; y 2 la de cada condensador cuando se
alcanza el equilibrio. La conservacién de la carga nos permite escribir:

Q =0,+Q,
Cuando se alcanza el equilibrio los condensadores tienen la misma diferencia de potencial.
av=Si_Y
C, G
De ambas ecuaciones resulta:
Q-9, 0, C, C,+C,
C. C, Q=0,+0, C, a, C,
9, _Q-q, C, C, +GC,
C, c, Q=0,+0q, C, ql( .
Las energias antes y después de la unién son respectivamente.
2 2 2
e -1Q° . g _la 1g;
2C, 2C, 2C,
Como
L:Q_ql — L+&_g = q1C1+C2_g ql_Q Cl
¢, G C, G G cC, G, C, +C,
- C,+C C
q _Q QZSQ_ZJFQ_ZZQ:CIZ 1t zzg:qzzQ 2
C, C, C, C, C, c.C, C(C, C,+C,
La relacion entre las energias
qf 4 q§ Q2C12 n chg C12(:2 +Clc§
E — Cl CZ — Cl(Cl + C2)2 CZ(Cl + CZ)Z — C1C2(C1 +C2)2 — CfCZ + Clcg
EA Qiz Qiz i CZ(Cl + C2)2
C, C C,




257.- Un cilindro esta cerrado por uno de sus bases y la otra es un piston que
puede deslizarse por el cilindro sin rozamiento. El interior del cilindro contiene
una pared fija, tal como se muestra en la figura. Las paredes del cilindro y el piston
son adiabaticas y sus capacidades calorificas despreciables.

Pistdn Pared fija

A B

Por la parte exterior del pistdn actUa una presion P, que se supone constante. El
compartimento A, de volumen V, , contiene n moles de un gas perfecto y el B, de
volumen V3, esta vacio. Inicialmente el sistema se encuentra en equilibrio.

Se practica un orificio en la pared fija y se alcanza el equilibrio quedando gas en
los dos compartimentos. 1) Determinar la presidn, volumen y temperatura finales.
Dar el resultado en funcion de n, P, , Va, Vg, Yy R. Calcular la variacion de
entropia en el proceso.

2) Suponer ahora que todo el gas abandona el compartimento A con lo que el
pistdn movil esta finalmente pegado a la pared fija. Calcular el valor umbral de Vg
para que todo el gas pase del compartimento A al B Determinar la presion,
volumen y temperatura finales, si Vg es mayor que el valor umbral. Dar el
resultado en funcién de n, P, , Va, Vg, Y R. Calcular la variacidén de entropia en
el proceso.

1) En la figural se representa el estado inicial y final del proceso

inicial final

En el estado inicial, al existir equilibrio, la presion de gas en A es igual a la presion atmosférica y
su temperatura es:

P,V
PV, =nRT, = T, =-°A
nR

Al abrir el agujero el gas comienza a pasar al compartimento B. El proceso cesa cuando la presion
en todo el conjunto es la misma P,

Designamos con Ve al volumen final entre Ay B y con tr la temperatura del conjunto Durante el
proceso se ha producido un aumento de la energia interna del sistema debido al trabajo exterior
realizado por la fuerza debida a la presion atmosferica.



PV, PV C,P,
AU:ncv(TF_To):ncv£nRF_ nRA]: R (VF_VA)

Recordemos que:

La expresion final de AU es:

R

AU = V'; (V. =V, )= "o

y_]_(\/F _VA)

El aumento de energia interna se debe al trabajo realizado desde el exterior sobre el sistema
W=—[PdV =-P,-AV=—P,(V; =V, =V, ) =P, (V4 +V, - V;)

Igualando la variacion de energia interna con el trabajo puesto que el proceso es adiabatico.
Ve =V, = (Y_l)(VA + Vg _VF):> Ve =V, =Y(VA +VB)_7VF Vo=V +Ve =

-1
0=y(Va+Ve)-vVe—Vg = yVe =7V, +Ve(y-1) = VF:VA+VB(YTJ @

Para calcular la temperatura T hacemos uso de la ecuacion de los gases perfectos:

Fg[vA +(HJVB}
PV, =nRT, = T, = * Ve _ ! —L{VA J{V—_lij} =

nR nR OV, y

= T.= TO[1+(Y—_1)%}
Y A

Para calcular la variacién de entropia en el proceso, utilizamos la relacion termodindmica que
relaciona los estados 1y 2, para un mol de gas
Y

LA
\Y/

o] A

V, + (7 _1ij

AS = CVInL+RInﬁ
T V.

1 1

=(C, - R)ln[l{y—_ljﬁ} R "{1{7—_1)%} =C,In [1{7—_1)&}
Y )Va Y Y ) Va
Como son n moles
AS, =nAS=nC, ﬂl{v_—ljﬁ}



2) El valor del volumen umbral de B, ocurrird cuando en la ecuacion (1) hagamos Ve=Vg

V, :VA+V,{Y—_1J ENAVA :VA+VB—£ = V, =7V,
Y Y

Designamos con P, a la presion en el recinto B y con T, a la temperatura, siendo el volumen
V,=V;g. Aplicamos la ecuacién de los gases perfectos.

P,V =nRT,

La variacion de energia interna entre el estado inicial y final es:

AU:nCV(TZ—TO):nCV(PZVB —POVAJ: P2 Ve =P, Vi

nR nR y—-1

El trabajo es:
W =—[PdV=—P,-AV=—P,(0-V,)=P,V,

Igualando el trabajo realizado sobre el sistema con la variacion de su energia interna por tratarse de
un proceso adiabatico, resulta:

PV
(y-1)P,V, =P,Vy —P,V, =P, V,(y-1+1)=P,V, =P, = Y Va
B
La temperatura es.
yPoVA
T :PZVB: Vg B:VPoVA:YT
2 nR nR nR °

Para calcular la variacién de entropia en el proceso, utilizamos la relacion termodindmica que
relaciona los estados 1y 2, para un mol de gas.

T v/ VT v/ v
AS=|CyIn-2+RIn—=2 |[=Cyn24+RIh—LE=C, Iny+C_(y-1)In—-2 =
( \Y2 T Vj Vv T V \" y V(Y ) V

1 1 0 A A

Vv v,)' ' ¢ v, )
=Cv{lny+(y—1)lnv—a}:cv Iny+|n(V—Bj :—Plny(—Bj



258.- Dos solidos A y B poseen masas my Yy mg . Respecto de un sistema de
laboratorio inercial (L), el moévil A se desplaza con velocidad constante v,
dirigiéndose hacia el sélido B en linea recta realizando un choque frontal. El
solido B, respecto del sistema de laboratorio, se encuentra en reposo.

a) Designamos al cociente mg/ma = a. Se pide calcular las velocidades de ambos
sOlidos después del choque si éste es elastico.¢Qué ocurre si a=17?

b) Ahora el choque no es frontal y a=1. Probar que los vectores velocidad de
ambos solidos son ortogonales.

Determinar en funcion de v, y a el vector velocidad del centro de masas.

¢) Escogemos un sistema de referencia ligado al centro de masas, designado con la
letra C. Determinar en este sistema de referencia, en funcibn de ma, a y v, , los
vectores velocidad de Ay B, sus cantidades de movimiento y sus energias cinéticas,
después del choque. El choque es elastico y frontal.

d) Ahora suponemos un choque no frontal, entonces representamos la velocidad
del sélido A después del choque,v, (C), en el sistema C por un vector cuyo origen
es fijo y cuyo extremo se encuentra en un circulo (ver figura)

Representar el vector velocidad de la masa B después de ese choque, siendo a<l1.

VA,(C)

Representar los vectores velocidad de A y B después del choque pero refiriendolos
al sistema del laboratorio (sistema L). Mostrar que A puede desviarse un angulo
maximo @, calcular su valor cuando a =1/2.

Teniendo solamente en cuenta la accién de las fuerzas interiores en el momento del choque, se
conserva el vector cantidad de movimiento total del sistema y ademas, se cumple el principio de
conservacion de la energia, si bien la forma en que ésta se conserva va a depender del tipo de
colision.

a) Como el choque es elastico existe conservacion de la cantidad de movimiento y de la energia
cinética y como es en la misma direccion, las ecuaciones se pueden emplear escalarmente

MV, =MV, + MgV = V, =V, 0V,



Despejamos de la primera ecuacion v , y sustituimos su valor en la segunda ecuacion

_ ~ )2 2 2 2 2,2 ’ 2
v _(vo—avB) +aVvy = V,=V,+a'Vy -2V, aVg+avy, =

: : . . 2v
= 2v,avg=vial+a) = 2v,=Vy(l+o)= vg=-—-2
1+a

. 2v V. +V o—2aV .o v, (1-a
VA:Vo_a 0 _ "o 0 o = VA: o( )

1+a l+a 1+a

Si o =1 resulta:
Vg =V, ; V, =0

El solido A se para y el B, que estaba en reposo, adquiere la velocidad de A antes del chogue.

b) Al no ser frontal el choque las velocidades de los solidos A y el B forman entre si un angulo o y
la conservacion de la cantidad de movimiento hay que expresarla vectorialmente.

Escribimos la conservacion de la cantidad de movimiento con a=1, ma=mg

Y

El modulo del vector v es:

V, = V.2 +VE +2V,Vee0sa = V2 =V,2+Vy +2V,V,cosa
Aplicando el principio de conservacion de la energia cinética

1 1 ., 1 . , .
“mvi=mvZi+Imvy = vVi=vZ+v]
2 (o] A 2 B o] A B
De las dos ecuaciones se deduce que

2V, Vg Cosa=0 = o=90°

Antes del choque se cumple para el centro de masas:

v :mAvo+mB-0: v, (1)
¢ m, + Mg 1+a




c) En el sistema tomado en el centro de masas, el observador situado en él “ve” que tanto A como B
se acercan a él..

Las velocidades con que observa su acercamiento son relativas pues estan determinadas desde unos
ejes en movimiento y por lo tanto son:

= . _ 1 Vo a _ ~ Vo
VAa(C)=Vqg -V~ =Vpu|l-—— |= P Vp(CO)=0-V~A=— (2
A( ) 0 C 0( 1+aj 1+a B( ) C 1+a @

Las cantidades de movimiento en el sistema C antes del choque, son:

V o \Y; am,V
p.(C)=m,v,(C)=m, > ¢ Pe(C)=m,V.(C)=—m 0 —_ ATo
PAC) =M\ VA(C) =M, % 5 Py(C) =My Vg (C) =~ o =~

~ ~ Voo am,v,
pA(C)+pB(C):mA - £ =0

1+a 1+a

Energias cinéticas en el sistema C antes del choque

1 1 a ) 1 1 V2
ECA(C):_mAVZA(C):_mA 1. Vi ) ECB(C):_mBVZB(C):_mB =
2 2 2 1+

2 A1t (L+0)
_lam,v;
2 (1+oaf
V2 Vza Vza
E cow (C) = = [(Ma0® == M\ (l+a)] =7
Ctotal( ) 2(1+(1)2 [(mAa )+amA] 2(1+(1)2 [mA( +(1)] 2(1+a)mA

Después del choque y en el sistema C y dado que la cantidad de movimiento se conserva si el
choque es elastico

Pa(C)+Ps(C) =0

La energia cinética total después del choque y en el sistema C la calculamos en funcion de la
cantidad de movimiento

- pa(©)®  pg(0)? 1 1 N2
E C = = . C
co(C) 2m, - 2m, 2mA+2mB Pa(C)

La energia cinética total antes del choque y en el sistema C escrita en funcion de la cantidad de
movimiento es

C)? C)? 1 1
E ctow(C) = Pa©) + Ps () = + ‘pA(C)2
2m, 2myg 2m, 2m,

De comparar ambas ecuaciones resulta que

p:A (C) =Pa (C)

Si hubiésemos puesto las energias cinéticas en funcion de B el resultado seria



p'B (C) =Peg (C)

En consecuencia el choque no modifica los modulos de las cantidades de movimiento de cada
solido en el sistema C.

V;A (C) =Va (C) ; V'B (C) =Vg (C) (3)
d) En el sistema C las cantidades de movimiento de A y B son iguales y de sentido contrario. Las
correspondientes velocidades tienen la direccion de sus respectivos momentos lineales y como a<1

, la velocidad de B en C después del choque es mayor que la de A en C después del choque. La
representacion corresponde a la figura 1.

//P\ e
_ j{ Fig.1
\

Ug(c) ST

- R

Teniendo en cuenta que el sistema C se desplaza respecto del L con una velocidad v¢. Para obtener
las velocidades en L (sistema inercial considerado en reposo) hemos de sumar a las velocidades en
C la velocidad del centro de masas respecto de L y cuyo valor lo tenemos en la formula (1).

Ademés de (2) y (3) se deduce que el modulo de v, (C) es igual al modulo de la velocidad del
centro de masas respecto de L. La figura 2 indica como se obtienen los vectores de A y B después

del choque en el sistema L.

v

Fig.2



De la figura 2 se deduce que el extremo del vector v, (C) ocupe la posicion D siendo CD tangente
a la circunferencia.

VO(X
Senem=VA(C)=VA(C):1+(X:(X=1 = emzsoo

VC VC Vo

l+a

259.- Se calientan 2000 litros de benceno desde la temperatura inicial de 10°C
hasta 50°C. Para ello se utiliza un intercambiador de calor en el que penetra vapor
de agua a 100°C y sale agua liquida a 90°C. El rendimiento de la operacion es 80%.
Calcular los litros de agua liquida que se forman durante el proceso.

Datos densidad del benceno =0,88 g/cm® , calor especifico del benceno 1,73 kJ/(kg
grado). Calor de vaporizacion del agua 2,26.10° J/kg , calor especifico del agua
liquida 4,18 kJ/(kg grado).

La energia calorifica que necesita el benceno para calentarlo es:

Q= meAt =2000L-0,88%9.1,73.108 2. (50-10)°C =1,22.108
L kg°C

Esta energia la suministra el vapor de agua. Primero el vapor se condensa y cede su calor latente de
vaporizacion y a continuacion el agua liquida formada se enfria de 100 a 90°C

Q’=m".2,26.10° + m"-4,18.10° (100 — 90) = m"-2,30.10°

Q" es igual a Q si el rendimiento fuese del 100 % al ser solo del 80%, la masa de vapor de agua
debe ser mayor que m”.

.. 100 . 100 1,22.10°
m = .m= .
80 80 2,26.10°

Como la densidad del agua es practicamente 1kg/L, los litros de agua recogidos son 67.



260.- Desde uno de los polos de la Tierra se lanza en direccion del radio terrestre,
un proyectil con velocidad inicial vo. Calcular la altura que alcanza. Se desprecian
los rozamientos. Establecer el resultado en funcion del radio de la Tierra Ry de la
intensidad del campo gravitatorio en la superficie g.

Al ser lanzado desde uno de los Polos la rotacion terrestre no interviene en el problema. Si v, es
grande, al hacer los célculos se ha de tener en cuenta que la intensidad del campo gravitatorio no es
constante.

Supongamos que nos encontramos a una altura x contada desde el centro de la Tierra. El proyectil
de masa m sufre una fuerza de atraccion hacia el centro de la Tierra.

Mm _ _ M_ dv
u=ma=-G—u=—
X dt

El vector unitario U tiene la direccion y el sentido del radio terrestre que va desde el centro de la
Tierra al polo de lanzamiento.
El vector velocidad del proyectil a la altura x es:

vV=vl = %zi—\:u De ambas ecuaciones se deduce que:
GM dv dv dx dv " GM 9
—— = ——=————=—V = '[— 5 dx:jvdv =

X dt  dx dt dx X Vg
GM GM V: GM Vv GM GM
_—— =2 5 —=—4+— = h=—r0—
h R 2 h 2 R Ve ,GM

En la superficie terrestre se cumple que

GM
9="y = GM=gR?

Sustituyendo esta Ultima relacion en h, resulta:
h gR? R
- R2 2 = 2
grR" Vv, Vo

R 2 ~ 2gR




