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PROBLEMAS VARIADOS 7

236.- Un péndulo simple de longitud L=1 m, lleva en su extremo una masa m= 5 g,
con una carga +q=10°C. Inicialmente se encuentra separado de su posicion
vertical por un dangulo o y con velocidad cero. A una distancia L, medida en
direccion horizontal, de la posicion mas baja del péndulo esta situada una carga
fija -q. a) Calcular la tension de la cuerda cuando la masa m pasa por la posicion
mads baja. b) Calcular el valor numérico de T si a =45°. ¢) Calcular el valor de o si
T =3/2 mg.

La aceleracion de la gravedad es g=10 m/s".

a) Cuando el péndulo pasa por la posicidn mas baja, la tension T de la cuerda sostiene el peso de la
masa m y proporciona la fuerza centripeta.

\Y%
T=mg+m—
g L

Para calcular la velocidad v que lleva la masa m al pasar por la posicion mas baja, considerando
que el campo gravitatorio y el electrostatico son conservativos, aplicamos el principio de
conservacion de la energia mecanica, entre la posicion inicial I y la posicion més baja F. Tomamos
como referencia nula de la energia potencial gravitatoria la posicion F.

En la posicion I, la energia de la masa m es potencial y electrostatica

E, =mgIK+;L_q)=mg(L—Lcosa)— 1 a =
4ne, IB 4ne, \JIA? + AB?
2
= E, :mgL(l—cosa)— 1 d =

4ne, \/[L(l —cosa )]’ + (AF+L)°

2
= E, = mgL(l—cosa)— ! d =
4mne, \/[L(l —cosa )|’ +(Lsena+L)’
2
= E, —mgL(l cosa q
4me,L \/ —cosa)’ +(1+sena)’
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En la posicion F, las energias de la masa m son cinética y potencial electrostatica

2
E; = lmV2 e
2 4ne, L
Del principio de conservacion de la energia.
2 2
E; =EI:>lmv2— q—=mgL(1—cosa)— 1 d =
2 4me, L dme, L\/(l—cosoc)2+(l+sen(x)2

mv’ 1 2q° . 1
L 4ng, L’ 2 2
0 \/(l—cosa) +(1+sena)

}+2mg(1—cosa)

La tension de la cuerda es:

mv’ 1 2q° 1
T=mg+ =mg+ 1- +2mg(l—cosoc):>
L dme, L’ [ \/(lcosa)2+(l+sena)2]
2
T:mg(3—2cosa)+ ! 2% 1- ! =
4me, L \/(l—cosoc)2+(1+sen0c)2
2
=T =mg(3-2cosa)+ ! 2% 1- ! =
4ne, L \/1+cosza—2cosa+l+sen2a+ZSena
1 2q° 1
T=mg(3-2 1-
- mg( COSO{)+47I80 r l: \/3+2(sena—cosa)}

T=793.102+9.10°-2-(10°F| 1- : =7,93.107 +7,61.10° =
\/3 + 2(sen 45—cos 45)
T=8,69.10>N
3
—mg-mg(3—2cosa) 1
C) 2 =1- =
)
18.10 J3+2(sena—cosa)
2cosa-mg— >
cosa-ms 2mg=1_ 1 - 1 =1_0,1COSOL—0,075:>L3
18.10°° J3+2(sena—cosa)  /3+2(sena—cosa) 18.107°
0,018

+0,lcosa =0,093

\/3 + 2(sen 0. —COos (x)
ultima ecuacion se resuelve por tanteo

a=33° 0,095 > 0,093
o=34° 0,094 > 0,093
o=35° 0,093 = 0,093
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237-Un gas ideal realiza el ciclo indicado en la figura inferior.

Pa

Y

A

<V

La presion Pg=2P,, V=2V 4. El coeficiente adiabdtico del gas es: y=7/5.
a) Calcular el rendimiento del ciclo. b) Calcular el calor evacuado durante el ciclo.

a) El rendimiento del ciclo es el cociente entre el trabajo efectuado y el calor suministrado
L
Qs
El trabajo efectuado corresponde numéricamente al area encerrada por el ciclo

W:(VD _VA)'(PB _PA):VAPA =nRT,

Con el convenio de signos empleado (calor y trabajo positivos los recibe el sistema, calor y trabajo
negativos los cede el sistema) ese trabajo debe ir precedido de signo negativo.

Calculamos las temperaturas en A, B, C, y D.

BVy PiVo g PVaq 2P Vag o op
TA TB l)AVYA PA\/A
PBTVB :PCTL: Tc=llzczc T, = 2\7‘“ 2T, =4T,
B C B "B A
PcVe =ﬁ:> TD:PDVDT _PVy 2T, =2T,
TC TD PC\]C ’ PAVA

Observando las temperaturas se deduce que el calor absorbido se hace de AaBydeBaC.
Q.=nC, (T, - T, )+nC,(T. -T;)=nC,T, +nC, 2T,

Ce _
w|_ mRT, R C-C, _C oyl _2
n Qs| nT,(C,+2C,) Cy+2C, Cy+2C, |, ,Cp 142y 19

b) El calor cedido se verifica desde CaDyde D a A.
Q,=nC,(T, -T.)+nC,(T, =T, )=-nC, -2T, —nC, T, = -nT,(C, +2C,)

El signo negativo indica que el calor sale del sistema.
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238.- Un hilo conductor tiene forma de poligono regular con n lados. Esta inscrito
sobre una circunferencia de radio R y recorrido por una corriente continua de
intensidad 1. a) Calcular el modulo de campo magnético creado por el conductor
en el centro de la circunferencia. b) Hallar el valor del modulo del campo
cuando n tiende a infinito.

a) Designamos con L=AB, a la longitud de uno de los lados del poligono. El vector dB creado por
un elemento de corriente, situado en uno de los lados del poligono es perpendicular al plano que
contiene a la circunferencia y saliente hacia el lector, como se puede deducir de la ley de Biot-
Savart. Por ser todos los vectores campo magnético de cada uno de los lados, de la misma direccion
y sentido, el modulo del vector campo magnético debido a los n lados del poligono, es igual al de
un lado multiplicado por el nimero de lados.

En la figura 1 hemos representado uno de los lados del poligono, el AB=L, y sobre ¢l hemos
considerado un elemento de corriente cuya longitud es dx y que dista x=MN del punto M (punto

central del lado AB), situado a una distancia a de O.

Fig. 1

De acuerdo con la ley de Biot-Savart el vector campo creado por ese elemento de corriente en el
centro de la circunferencia vale:

poldx xr

dB = _ ggoMoldx-r-sene p,ldx-sene

4 1’ 47 r 47 1’

(1)
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De la figura 1 se deduce que X, ry € son variables. Vamos a tratar de relacionarlas entre si.

sen8=sen(n—8):3:> r= ; cosB:cos(n—s):E: X =rcos(n—¢)
r r

L 2
RZ-| = . -
_a- cos(n—¢) 3 (2) cos(—z) _W4R?-L? cos(n—¢) N

= sen(n— 8) - sen(n— s) - 2 sen(n— 8)

. . ., dx
Diferenciando la ecuacion : dx = d_ de resulta:
€

V4R? 17

4R’ -’ sen’(m—g)+cos’(n—¢)

dx = — de=—————-ds¢
2 sen’(n—¢) 2 sen’(n—¢)
Llevando los valores de dx y r a la ecuacion (1) resulta:
4R* -1
PSS YAA 2 12
dB = _},L_OI 2 sen STC 8) . (SGI’IS)dS — _H_<>I4R—2L(Sen g)dg =
41 a 4 2a
sen’(n—¢)
/ 2 2
=dB=- Hl vaR®-L (sen s)da = dB= S senede

2nV4R? - 17

4 2 12
i 2(4}{ L]
4

Ahora, la ecuacion anterior solamente tiene la variable €. Para evaluar la contribucion al médulo del
campo magnético, del lado AB =2 AM = 2 MB, integramos, situando un 2 delante, para que nos
permita variar el dngulo € desde n/2 hasta 3; ver fig.1:

L
De la figura 1 se deduce que cosf3 —E—L seng—
8 a R 2R Y 2
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0
. w1 L w1 2RsenE:>
o= R D R TR
TVART L n\/4R2—4stenzg

Lsen? 1 Itag?

l’loI e l’to Senz l’lo agz

sen— = =
0 2nR

BAB = 0 >
n2R,[1-sen® T2R cos—
2 2

: : 2 . .
Si el poligono tiene n lados se cumple que 0 = kil y ademas el campo magnético debido a todo el
n

poligono es, Biotal = 1 Bag.

p, 1 yio
B, 6 =n——tag—
total 27CR gn

b) Si n tiende a infinito el poligono tiende a formar una circunferencia y el campo vale.

T
tag —
) np I s p I . n
B. =lim —tag— |=——lim —
n
Aplicando la regla de L "Hopital
o [_ nj_
tag T 0052 — n2
n .2
Sustituyendo en la ecuacion anterior resulta:
p, 1
B, =—
© 2R

Ecuacion que corresponde, como es 16gico, al campo magnético creado por una espira
circular, recorrida por una corriente de intensidad I, en el centro de la misma.
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239.- En la figura inferior la masa m estd unida a dos muelles iguales cuya
constante elastica es k. Los muelles estan sujetos firmemente en las posiciones A y
B y el conjunto se apoya sobre una mesa horizontal sin rozamiento. Cuando la
masa m se encuentra en la posicion M los dos muelles tienen su longitud natural (a
en la figura), esto es, ni estirados ni contraidos.

Cuando la masa m se encuentra en la posicion C.
a) Calcular la fuerza con que actuan los muelles sobre dicha masa.
b) Calcular la energia potencial elastica de la masa m.

¢) Evaluar el trabajo que ha de realizarse para llevar la masa m desde la posicion
Mala C.

a) Sobre la masa m el muelle de la izquierda actiia con una fuerza cuyo modulo es:
F, = kAl

Siendo Al el aumento de longitud del muelle de la izquierda respecto de su longitud natural a.

Al=,\a’+y’ -a = F:k(w/a2 +y’ —a)

El vector FI tiene dos componentes que son:
F, = —k(«/eﬁ +y? - a)senef —k(w/az +y: - a) cos0 j

El muelle de la derecha tiene dos componentes sobre los ejes que son:

Py :+k(\/m_a)senef_k(\/m—a)cosej
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Luego la fuerza resultante es:

F, =F, +F, :—2k(1/a2 +y’ —a)cosﬁj = —Zk(q/a2 +y’ —a)-Lj =
Ja'+y’

2kyl l-—2 |
Jai+y’

b) La energia potencial almacenada por cada uno de los muelles vale

2
E, :%kAl2 :lk1/212 +y’ —a] :%k(a2 +y’> +a’ —2a4/a’ +y2)

2

Fp=—

La energia potencial elastica del sistema es la suma de la correspondiente a cada muelle.
E, = 2(%kA12) =k ya’ +y’ —a]z = 1{(2212 +y’ —2a a’ +y’ ) (1)

c) La fuerza que actlia sobre la masa m es variable y depende de la distancia entre la posicion de la
masa m y el punto M. Designamos a esa distancia con A, el trabajo elemental para desplazar la masa

m una distancia dA debe ser realizado por una fuerza igual y de sentido contrario a F; que actle a
través de sucesivos estados de equilibrio con objeto de que no adquiera energia cinética:

Yy
dW:FRj-dezzkxtl—Ljdx - wzzijtl—Ljdx -

va? +A? 0 va? +A?

= W= ZkTde—kaT Z—Xdk
0

0 Vai+n?
Para resolver la segunda integral hacemos el cambio de variable:
p’=a’+A’> = 2pdp=2Adr
Con lo que la integral queda:
—kaj%: 2kap=-2ka+al+a?
Llevando a (2)

2 1Y
w {21(%} —[Zkax/az +x2]’z =ky’ —[Zkaq/az +y? ]+2ka2 (2)
0

Las ecuaciones (1) y (2) valen igual, puesto que el trabajo realizado sobre el sistema se invierte en
energia potencial elastica, ya que se trata del trabajo realizado contra una fuerza conservativa, y
efectuado en sucesivos estados de equilibrio.
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240.-Una particula de masa en reposo m(o); se desplaza con una velocidad +v;
constante paralela al eje X de un sistema de referencia S. En este mismo sistema se
encuentra, enfrente de la particula anterior, otra de masa en reposo m(o), con
velocidad nula. Aplicando la teoria de la relatividad

a) Calcular la cantidad de movimiento de ambas particulas en el sistema S.

b) Calcular la energia de cada particula respecto del sistema S

¢) Calcular la velocidad del centro de masa del sistema formado por las dos
particulas respecto de S

d) Calcular las velocidades de las particulas respecto del centro de masas.

e) Calcular las cantidades de movimiento de ambas particulas respecto del sistema
ligado al centro de masas.

ore . .. 1 m(0) 2
Utilizar las relaciones siguientes: ——=y ; =

Hu
v2 m(o)I

a) La cantidad de movimiento en la teoria de la relatividad es: p=ymV, siendo m la masa en
reposo de la particula

p,=ym(),Vv,; p,=ym(0), v, =0

b) La ecuacion de la energia segun la teoria de la relatividad: E = ymc”. Para la particula 2 que

esta en reposo y =

E = Vm(0)1C2 ; E,= ym(o)2c2 = m(0)202
¢) Recurrimos a la ecuacion de la velocidad del centro de masas

__ my,+m,V,
Vem =
ml +m2

Las masas que figuran en la ecuacion anterior son las masas medidas en el sistema S

. = ym(0), v, + ym(0), v, _ ym(0), v, _ YV, _ YV,
M ym),+m@),  ym(o), +m(),  mO); y+p
m(0),

d) La ecuacion relativista que relaciona las velocidades medidas en dos sistemas es:

v, -V

x v.V
1_ X

c2

Aplicando la ecuacion anterior, tenemos:
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Vi Vik Vik

V_ -
(v, )y = 1= Veu _ Doy oy#p o ydp o wvipd
R ViVew TV viv  Sly+n)-viy et -vi)ene?
1 _
v Cyrn) Clyrw)
C2
Tenemos en cuenta que
1 c’ 5 , , ¢
=y = = = cl-vi=—
_ﬁ y CZ—VIZ y 1 yz
CZ

Sustituyendo en (Vl )CM

(VI)CM _ v, uc’ _ ik _ iy

2 1 1
c 2 uy
Y_ptue  FH
s Y
Para la masa m,.
vV, —V Yv
(V ) __'2 ™M _ 1
2o 1_V2VCM Y+U

2
C

e) Aplicando la ecuacion relativista de la cantidad de movimiento en su aspecto modular

(pl)CM =y m(0), '(Vl)cM :%'(Vl)cm = ¢ m(0), —- ViKY N
L) | iy uy
¢’ I+py
cm(o)l v, uy . Cl’Il(O)1 v,y

= (pl)CM =

2,22

Jeny) —(vuyf e+ ey + 2y iy

_ cm(0), v, py _ cm(0), v, py
\/cz+uzyz(c2—vf)+2c2uy \/

=

C2
¢’ +ply’ 5 +2c%pny
Y

m(0), v, Ly

(pl)CM: >
V+p+2uy
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(pZ)CM =7 m(0), '(Vz)cM = m(o), -(Vz)CM = ¢ m(0), .£_ Vi j:

-em(o), vV, _ _em(o), 1V,

N N e

= (pZ)CM =

_ -cm(0), YV, _ -cm(0), YV, N
2.2 2( .2 2 2 5
\/c no+y (C V1)+2C YU \/CZH2+Y2:(2+2CZHY

m(0), YV,

(P2 )ew R e
JI+pT+2py

Dado que la cantidad de movimiento es un vector podemos escribir

m(0)2 Y v

(3 )ow =Yg (5), =k Y
yl+u® +2py I+ +2py

Como m(o), = um(o),, resulta que: (P, )CM + (f)z)CM =0.



