1.- Un hilo uniforme tiene forma de rectangulo ABCD

A D

B C

Si se conecta dicho rectangulo a un circuito eléctrico por los vértices AB,
la resistencia vale Ry, pero si a ese mismo circuito se conecta por los
vértices BC la resistencia es R,=1,6 R; (Cual es la relacién de las
longitudes de los lados del rectangulo?

Designamos con r1 a la resistencia del lado AB y con r, la del lado BC. Los dos
posibles conexiones son las de la figura inferior

C D A D

En el primer caso la resistencia r;=AB esta en paralelo con las resistencias en serie
I+ri+n,

1 1 1 20r, +r

11,1 Ahen) o

r(r, +2r,)
R, r r+2r, r(r+2r,)

2(rl + r2)

En el segundo caso la resistencia r,=BC esta en paralelo con las resistencias en serie
r1+r+n;

1 1 1 20 +r,) - R_rz(r2+2rl)
R, r, r,+2r, r(r,+2r) 27 2r, 1)

Si hacemos r; igual a la unidad resulta:
rZ+2r,=16+32r, = r;-12r,-16=0

Resolviendo la ecuacion de segundo grado y considerando la solucion positiva r, =2,
por tanto, la relacion de longitudes es la misma que la de resistencias por ser un hilo
uniforme.



2.-Calcular en el circuito de la figura inferior la corriente total que
atraviesa la baterl’a

AN
'

Esto nos lleva a decir que la resistencia de 2Q y la de 6 Q estan en paralelo y el
conjunto de las dos en serie con la de 1,5 Q. El circuito de la parte superior excluyendo
a la resistencia de 3 Q queda asi (fig 1)

2Q)
L
BL —— C
| I
I
6Q2
4‘ '
|
2Q)
L |
B 1
| I |
| IS
6Q2
-

3Q

Fig.1

AD

AD

Fig.2

VVamos a convertir este esquema en otro
en el que se vea mas facilmente la
disposicién de las resistencias.

Para ello sefialamos los nudos AB Cy D
, observamos que entre Ay D no existe
resistencia , por tanto, esos dos puntos
estan al mismo potencial y por tanto son
el mismo nudo.

La resistencia de 3Q esta entre By C, por
tanto, en paralelo con las de la. figura 1.
El circuito definitivo es el de la figura 2.
Resistencia entre Cy A

S S 7
Rea 2 6 2

Resistencia entre By A

RBA=1,5+2=39

Resistencia total del circuito

11,1 3,
R, 3 3 2

Intensidad total

6
15

| =—=4A



3.-Sobre el eje X se encuentra una carga —Q;, a su derecha y a una
distancia | se encuentra una carga +g,, siendo en valor absoluto q,>Q;.
Ambas cargas estan fijas. Por el eje X y por la izquierda de q; y desde el
infinito se acerca una masa m con una carga +qz. Calcular la velocidad
minima que debe tener en el infinito esta carga para que pueda alcanzar

ads.

En la figura esta el esquema de la situacion de las cargas

En el punto P a una distancia r de —q;, los campos eléctricos de la dos cargas se anulan. A
la izquierda de P predomina el campo de +q, y a la derecha de P el de -q;. Dado que la
carga (3 es positiva, a la izquierda de P es repelida, pero si rebasa el punto P, entonces es
atraida, por consiguiente, si +gs ha de llegar a -g; basta con que su velocidad en P sea
nula, ya que de ahi en adelante sera atraida por —q;.

El trabajo que es necesario realizar para que la carga +qs llegue a P es:

1
W=Q3(Voo _VP):(13(0_\/P):_(43Lht . (%_q_rlﬂ

El signo negativo indica que el trabajo debe realizarse en contra de las fuerzas del
campo.

Este trabajo se realiza a costa de la energia cinética inicial que la carga gz tiene en el

infinito
1mV2 =0, L 4 _% =V= 29, 4 4
2 dr e \r+l 1 dr me \r+1 r

El valor de r se puede calcular a partir de que en el punto P las fuerzas son iguales

1 q_zl: 1 q22:> r+1_ 94 _, 1 9% 1. . 1
4 g, 1 dme, (r+l) r . r Vo 9 _4




4.- En el circuito de la figura inferior cada una de las pilas tiene una
fuerza electromotriz ¢ y una resistencia interna r. El voltimetro tiene una
resistencia interna muy superior a r y los cables carecen de resistencia.
Determinar cual sera la lectura del voltimetro

i

B k A

\Y

El circuito de la figura equivale al siguiente

>3¢,3r

/|
| ‘

B i t A
4_
&,r
€
La intensidad que circula por la malla superior es: | = %R = §8+8 . y tiene el
r+r r

sentido de movimiento de las agujas de un reloj, como sefiala la flecha curvada de la
figura.

Si tomamos como sentido positivo el de la corriente y calculamos la diferencia de
potencial por la parte inferior

Va-Ve =Y IRYe=Ir—g=Sr-¢=0
r
Si calculamos la misma diferencia de potencial por la parte superior

V, -V, =ZIR—ZS:—I-3r—(-3s)=—§-3r+3s:0



5.-En el circuito de la figura inferior determinar la frecuencia de
resonancia

|
I
o

La impedancia de la rama que contiene la bobinavale Z, =R, +Lo i

La impedancia de la rama que contiene el condensador vale Z, =R, _Ci [
Q)
La admitancia de todo el circuito
1 1
= . =+ I
R +Loi Ro—
Co
Multiplicamos por el conjugado del denominador en cada fraccion
i 1
R ~Loi Refgy R, Re | -Lo Co
Yy 2 2 =Y == 2 2 =3 2 2"
Ri+Ll0" pa, 1 Ri+Ll0" po, 1 RL+L0" Ro
C CZ(DZ C CZ(DZ C

La resonancia se produce cuando la parte imaginaria es nula

L C
% |R)C%’+L=CR?+LCo? =
Rl +L°0; R:Co; +1

= 0’(LR2C’-I1’C)=CR’-L = o=

1
= 0=

" Jic

—




Para que haya resonancia se tiene que cumplir que

L L
R >— R2Z >—
L C y C C
o0 también que
L

L
Rﬁ<6 y Ré<E

Para que el discriminante de la raiz sea positivo.



6.- Un anillo de radio R tiene distribuida uniformemente una carga de Q
culombios. a) Calcular el campo eléctrico en un punto de su eje que dista
del centro del anillo x. b) Dibujar la grafica campo (eje Y) frente a
distancia x, para una espira de radio R=10cmy Q =1 nC c) Determinar
para qué valor de x el modulo del campo es maximo y el valor del campo
en ese punto.

Escogemos dos elementos de longitud dl situados en los extremos de un diametro. Cada

Q

elemento tendrd una carga dq = ﬁdI y crearan sendos campos dE, tales como los
T

que se indican en la figura superior. Ambos campos tienen la componente sobre la
vertical igual y de sentido contrario y sobre la horizontal igual y del mismo sentido. Esto
supone que al sumar las contribuciones de los distintos elementos en los que se
descompone el aro la componente vertical se anula y solo queda sumar la componente
sobre el eje horizontal.

Q
dl-x on R
dEeje:dE-cose=4l ?_-?%:41 2n Fff =E, = Qx ~ [di=
TT 80 T 80 87[280R(R2 +X2)E 0
Qx
3

BRZSOR(RZ —f—XZ)E A1t gO(R2 +x2)5

~E. = QX _2n R =

eje

b)

400

350 o
300 o *ts
250 +—% .
200 o
150
100 14 £ I

50

Eejeen N/C
*

x/cm
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De la gréfica se observa que el campo presenta un maximo. Para hallar su valor
derivamos la funcion Egje= f(x) frente a X, e igualamos a cero.

(R2+x2)§—x-§(R2+x2)%-2x s .
_ 2 - =0:>(R2+x2)5—(R2+x2)5~3x2=O:>
dx 4m g, (R2+X2)

= (R2+x2):3x2:> R?=2x’= x:izlocm:ZO?cm
2o 2

-9
10~ -0,0707 =346%

1 Qx
Tdne E 9.10° 3
o (R2+x2)e (0,42 +0,07072 )2

eje



7.- Un condensador plano de capacidad C estd descargado. Mediante un
hilo muy largo se une una de las armaduras a una esfera de radio Ry
carga g, Yy la otra se une a tierra. Calcular la carga que permanece en la
esfera después de la union.

Parte de la carga de la esfera pasa al condensador y este flujo de carga cesa cuando los
potenciales se igualen. Designamos con qc la carga que adquiere el condensador y con q
la carga que permanece en la esfera.

Por una parte se conserva la carga y por otra se igualen los potenciales del condensador
y de la esfera

4, =q+0c
9e__1 9
C 4neg R

4, -1 1 q J, 1 q 4,
= = = o= =4 |=> q=—>—
C 4n g, R C q(4n g,R Cj q C 1

4t ¢ R

0
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8.-En el circuito de la figura inferior hay que determinar el valor de la
resistencia R para que la potencia calorifica generada en dicha
resistencia sea la maxima posible y ademas calcular cuanto vale esa
potencia maxima.

Se supone que las pilas carecen de resistencias internas.

R1

Se toma como sentido positivo el de las agujas de un reloj. Las ecuaciones para las
mallas izquierda y derecha son:

~E,=-1,LR,-IR
E,=1,R,+IR
Para un nudo
I =11+,

A partir de las tres ecuaciones

|=El—'R+Ez—'R3|£1 R, R j=5+ij|ﬂl+M]=i+i

+—+— =
Rl RZ Rl RZ Rl I:\)2 R1R2 Rl RZ
E,R, +E,R,
R.R E.R,+E,R
= IZ 1 2 = IZ 1 2 2"V
R,R, +R(R,+R,) R,R, +R(R, +R,)
RlRZ

La potencia térmica generada en la resistencia R, vale:

|2R= (ElRZ-'-EZRl)2 R(l)
[RiR, +R(R, +R,)f

Como se pide que la potencia sea maxima derivamos la funcidn anterior respecto de R e
igualamos a cero.

P _ RiRy +R(Ry + Rz)]2 (ERy + Ele)Z ~(EgRy + Ele)ZR'Z[Rle +RRy+RyIRy +R,)

-0
dR [R1R2 +R(Rl + Rz)]4

De la ecuacion anterior
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R,R, +R(R, +R,)-2R(R, +R,)=0 =R,R,-R(R,+R,)= R=ﬂ(2)
R, +R,
Llevando la ecuacion (2) a (1)
P = (E1R2+E2R1)2 . RiR, :(E1R2+E2R1)2 RiR,
b R, +R, 4R’R? R, +R,

2
|:R1R2 + Rle (R1+R2):|

R, +R,

_ (ElRZ + EZRl)2

= max
4R1R2(R1 + RZ)
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9.-Calcular la capacidad del sistema de condensadores de la figura
inferior. Cada placa metélica tiene una superficie S y entre dos placas
existe una distancia d.

Para saber como estan conectados los condensadores hemos numerado las placas. Las
figuras inferiores indican como se conectan las placas.

En la ultima figura se observa que los dos condensadores inferiores se encuentran en
serie y el conjunto de ellos en paralelo con el tercero. Por tanto la capacidad del
conjunto es:

La capacidad de 2-1y 4-3 1 = 1 + 1 = C,= c
c, CC 2
La capacidad equivalente C. = % +C= %
. S 3 ¢S
La capacidad de cada condensador planoes: C= aa = Cg= >4
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10.- Determinar la capacidad equivalente entre Ay B en el circuito de la
figura inferior. Los condensadores son iguales y la capacidad de cada

Attt

BO ’

Supongamos que en lugar de ser infinitas las mallas solamente son cuatro

| | I @
20| | I 1]

1 2 3 — —T B

gO

Vamos a eliminar la malla 4 sustituyéndola por un solo condensador. Los
condensadores o y [ estan en serie y el conjunto de los dos en paralelo con el y. Los
tres pueden sustituirse por un solo condensador

i=—+— = C=— = C.=C+ —
C, C C 2 2

11 c Cc_3c
2

El sistema de condensadores quedaria asi:

)
| I I
AO—||_ 1 |

1 =T 2771 & 3 7]

— 3CR2

Y

B

En la malla 3 sustituimos los condensadores &, 6 y el de capacidad 3C/2 por un solo
condensador

i=1+i = C2=£ = CE=C+§=§
C, C 3C 6 5 5

El sistema de condensadores quedaria asi
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=

1

8C/5

gO

Los tres condensadores de la malla 2 los sustituimos por un solo condensador

i=1+i = C3=§ = C; =C+§=£
C, C 8C 13 13 13
El sistema de condensadores quedaria asi
A — 21C/13
gO————
La capacidad entre Ay B es:
1 13 21C

1

R :> = —
C, C 21C "B 34
Analicemos la secuencia obtenida

3¢ . & . 2Cc . . _2C

2 5 13 = T 34

De los tres primeros términos se deduce que el denominador de uno de ellos es igual a
la suma de numerador y denominador del anterior y que su numerador es igual a la
suma del numerador del anterior mas su propio denominador, en general

X
p AL |
Xpa X _ Xoat(Xoat¥es) _ Xoa+Yes | Yoo 2241
Yo Ya Xna+Yaa XnaTYaa Xna +1 a+l
yn—l

Si nos fijamos en el valor de la capacidad equivalente resulta que su numerador es igual
al del ultimo término y su denominador es la suma del numerador y denominador del
altimo término, en general

Xn
Cas = at = I -2 (1)
Xog+Yn Xo g a+l

Yn
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Para averiguar el valor de a establecemos que cuando existen infinitas mallas

Xo _Xoa g Bt g sati-a’—a-0—a’-a-1-0= azli\/g
yn yn—l a+1 2
Sustituyendo la solucion positiva en la ecuacion (1)
1++/5
c _a 2 145 _(1+5[3-5) 3-\5+3/5-5 -2+2/5 _
®arl 1445 3+45 [3+45)3-45) 9-5 4
2
J5-1
CAB:T

Otra forma de abordar el problema se basa en que al existir infinitas mallas, el afiadir o
quitar una no debe afectar al resultado, segun esto podemos reducir el sistema al
siguiente

Attt b

BO ’

Todo lo que estd a la derecha de la linea PQ tiene una capacidad Cag Yy el sistema
siguiente también, en virtud de que afiadir una malla a la serie infinita no afecta al

resultado
|- °
AO_| |

BO

CaB
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Los condensadores Cag Y C (el que estd mas cerca de la linea PQ) estén en paralelo y su
equivalente es:
C=C, +C

C’ esté en serie con el otro C, por tanto, la capacidad equivalente es:

2
11,1 Ce2 oo C4CuC
C” C Cy+C C°+C,C C,s +2C
_c+Jc? _ac?
= C3;+2C,,C=C*+C,,C=>Ci, +C,,C-C°=0=>C,, = c* (';' AN
— CAB:E

2
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11.- Dos esferas de radio R y carga +Q (la carga de cada esfera esta
distribuida uniformemente sobre su superficie), estdn separadas una
distancia D>>R. Una de las esferas lleva adherida en su superficie una
muy pequefia esfera de carga —q y masa m. Determinar qué velocidad
minima hay que comunicar a esa pequefia esfera para que se adhiera a
la otra esfera.

La situacion inicial esta reflejada en la figura

+Q

4_*__ D ——— >
- = R - —

La esfera pequefia esta sometida a dos fuerzas de naturaleza eléctrica, una dirigida al
centro de la esfera 1 y otra dirigida al centro de la esfera 2. La primera fuerza es mas
intensa porque la distancia de la esfera uno a la esfera pequefia es R mientras que la de
la esfera 2 es D-R>R. En consecuencia para despegar la esfera pequefia de la esfera 1
hemos de comunicarle una cierta velocidad, la cual nos bastara con que al llegar a la
distancia D/2 tenga velocidad nula, ya que a partir de ese momento la atraccion de la
esfera 2 es mayor que la de la esfera 1.

Dado que los campos son conservativos establecemos la suma de la energia inicial
((cinética + potencial eléctrica) y cuando la esfera pequefia esté en D/2 (energia cinética
nula+energia potencial eléctrica)

Ait ¢

= =
dne, R 4ne, D-R 47t ¢

0o 0o

, 1 Q_ 1 Q _, 1 Qi 1 Qg
b b
2 2

L (£+L_E_Ej ~ = &(1+L_%
2 2mn e, \R D-R D
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12.- Una esfera metélica de radio R esta cargada a un potencial V.
Calcular el potencial de la mencionada esfera si

a) Se rodea de una capa esférica, de radio R, y espesor despreciable,
concéntrica con la esfera y se conecta a tierra. b) Si en lugar de unir la
capa esférica a tierra se une a la esfera c) si se rodea de una capa
esférica cuyo radio interior es R2 y el exterior R3 y la unimos a tierra.

a) Supongamos una superficie esférica exterior a la capa esférica de radio r>R;

El potencial de la capa esférica es cero ya que esta unida a tierra, V, =0

Aplicamos el teorema de Gauss. El flujo eléctrico que atraviesa la superficie esférica
de radio r>R, es:

E S:_Zq = E= ! Z“Zq_—dV“:J‘ dv, = Zq d_zr
€, A g, r dr A g 7 r
=V, = Zq +Cte=cuando r= , V,=0->Cte=0=>V, = zq =0

r

Am g r Am g r

De la altima expresion se deduce Zq =0, por lo que si lacarga de la esfera es +Q la
de la capa esférica es Q.

Designamos con V; el potencial que tiene ahora la esfera y calculamos el campo en un
lugarR, <r <R,

E-S:& = E= 1 g:—dvr:>.|‘—dvr: Q J.g:
g0

4r g, 1? dr 4r g, r?
=V, = Q +Cte=cuando r=R, , Vr=0—>Cte=—L:>
4r g 1 4n ¢ R,
=V = Q Q @

" dner 4meR,

Dado que la ecuacion (1) la podemos aplicar cuando r =R;

v Q (L _ 1)__Q gfR-R) _  _yR-R
'"4ne \R, R,) 4neR, '\ RR, ' R
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b) Si unimos la esfera a la capa esférica pasara carga de la esfera a la capa hasta que los
potenciales se igualen. La carga Q inicial se reparte entre la esfera y la capa esférica
Q = q1+q2. Designamos con V; al nuevo potencial de la esfera.

Calculamos el campo en r, siendo r practicamente igual a R, (como en la figura
superior)

E-S:& = E-= 1 9+6 _ 1 Q——dvr:j—dvr: Q jg:
80

dne, 1’ 4r g, 1’ dr 4t g,

=V, = Q +Cte=cuando r=o, V,=0—->Cte=0=>
4Am g r
Sv,-—2
4r g r

En al ecuacion (2) cuando r=R,, Vr =V, ya que los potenciales se igualan

. Q _ Q R _R
* 4neR, 4neR, R, R,

c¢) En el interior de la capa esférica el campo es nulo ya que la mencionada capa es
conductora.

>
Campo nulo

Calculemos el campo enun lugar enque R, <r<R,,estoesenel interior de la
capa esférica donde el campo es nulo.

g5 28

€

= E= qu =0= > =0

4m rog,

0

Como la carga de la esfera es Q sobre el interior de la capa esférica (radio R,) aparece
una carga —Q, y por influencia aparece en el exterior de la capa esférica una carga +Q.
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Calculamos ahora el campo en un lugar donde r>R;

E-S:& — po_ 1 Q7Q+Q_ 1 Q dvr:>'[—dV,: Q J.gz
£

. dne, 1 4n g, 1’ dr dn g ' r
=V, = Q +Cte=cuando r=, V,=0—->Cte=0=>
Am g 1
SV
4r g r

En la expresion (3) cuando r = R3 tenemos el potencial en la cara externa de la capa
esférica y también la cara interna ya que al ser el campo nulo en su interior su potencial
es constante.

Calculamos ahora el campo y el potencial en un lugar en que R, <r <R, y siguiendo
los pasos ya aplicados anteriormente obtenemos

ve—t Qicte (a
dn g, I

En la ecuacion anterior cuando r =R; el potencial vale Vr de la ecuacion (3) parar =Rj3

1 Q_ 1 Qe = cre=—t |1t 1
dne, R, 4ne R, dn e, \R; R,

0

Volviendo a la ecuacion (4) y aplicandola para r =R; y designando con V3 al nuevo
potencial

V, = Q i—iJri :V_L 1 1 -V Q [Rs—R,
° 4ne,\R, R, R, e, (R, R, 4 g, | R,R,
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13.- En el circuito de la figura inferior se ha cerrado el interruptor Sy se
ha establecido la corriente estacionaria. Si ahora se levanta el
interruptor, queda desconectada la bateria del circuito.

Determinar a partir de ese instante, la cantidad de calor que se desprende
en la resistencia R..

L
R1
I

R,
—
€ | S

Cuando S esta cerrado y se ha establecido la corriente estacionaria, y se tiene en cuenta
que R1 y R, estén en paralelo, el valor de la intensidad que circula por la bateria es

=& _ € :8(R1+R2)
>R RR, R,R,
R, +R,

. . . . . . €
La intensidad de la corriente que atraviesa la resistencia Ry es: I, = —

La energia almacenada en la autoinduccion es:

-1
2

Al abrir S la energia almacenada en la autoinduccion se transforma en energia térmica
en cada resistencia. Ahora las resistencias se encuentran en serie.

E:%L@:5¢E2

Las energias desprendidas en cada resistencia son proporcionales a sus valores

E,

R,
R

R
— = E, =E,-*%
EZ 2 RZ

R ? R, +R 2LR
E=1L|12=E2—1+E2 = 1|_8_2=E2 RaitRe | Ezzlzg—z
2 R, 2 R? R, 2R%(R, +R,)



22

14.- Un generador de corriente alterna cuya fuerza electromotriz esta
dada por la expresién & = g, sen @ t se une a una autoinduccion L sin
resistencia Ohmica. Determinar como varia la intensidad en la
autoinduccion en funcién del tiempo.

Al conectar la corriente aparece en la autoinduccion una fuerza electromotriz inducida
i : , L
cuyo valor es: — L%, por tanto, al no haber resistencia en el circuito i R =0
di .
e-L—=0 = ssenmt—Lazo = ILdlzIsosenmt =

= Li= —8—000303 t+ Cte
()]

Cuando t=0, i =0 luego

Cte="o

€

(1— Cos® t)

Lo
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15.- En el circuito de la figura las resistencias son iguales a R y los
voltimetros son idénticos, cada uno con una resistencia interna r. El
voltimetro 1 indica 10 Vy el 3 marca 8 V. (Qué indicara el voltimetro 2?

[T

Establecemos las intensidades en las mallas

A — B l—
4,—’T I C
T Vi, r C\) |2E/ r @V&r
| 5 o 5

N

V-V, =V, =l R+Lr ; l,=-2

S| =

V-V, =V, =, R+1lr ; l=

I, =1,+1,
Combinando la tercera ecuacion con la primera y sustituyendo el valor de Is.

V,=(I, + 1R+ Lr =1, (R +r)+ ,R =v2$+%R (1)

A partir de las segundas ecuaciones

V, :V3E+V3 ()
r

Despejamos R = x de la ecuaciéon (2) x = R = VZ\; Vs y lo llevamos a la (1)
r r :

V.=V R”+£R=V(x+1)+Vx=v VoVa gy YeVe |
St 2 R Y v

r 3 3

V2
=V, :72+v2 -V, =V +V,V,-V.-V,V,=0= V+8 V,-64-80=0

3

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

_ —8+./64-4-144

V.
2 2

=86 V
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16. Calcular en el circuito de la figura la caida de tension en cada uno de
los condensadores. Se sabe que si la resistencia R se cortocircuita, la
intensidad que pasa por la bateria se triplica respecto a la que pasa por el

circuito de la figura.
<|C1 C,
R

A——1 +——B

P
er

Designamos con AV; la caida de tension en el condensador 1 y con AV, la caida de
tension en el condensador 2.

V, =V, =AV, +AV, = IR=¢—1Ir (1)

Los dos condensadores estan en serie, por tanto ambos tienen la misma carga en sus
armaduras y se cumplira que
q=C,AV, =C,AV,

Si cortocircuitamos la resistencia R poniendo un cable sin resistencia entre Ay B la
intensidad de la corriente que atraviesa la bateria es 3l

€

3 1=

€
- = Ir=
r

Sustituyendo en la ecuacion (1)

V, =V, =AV, +AV, = |R:g_§:%

Sustituyendo AV3 y AV, en funcion de g y las capacidades de los condensadores,
resulta:

2_9,9_9C+C) 2 CC
3 C, C, CgC, 3C,+C,

AVlzizé C2 ; Aszizé Cl
C, 3 C,+C, C, 3 C,+C,
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17.- Calcular la intensidad de la corriente que circula por la resistencia r
del circuito de la figura inferior. La resistencia interna de las pilas es
despreciable.

R r
] :ij
ST R4 R ng

Admitimos que las fuerzas electromotrices € son positivas del polo positivo al negativo
y establecemos intensidades de corriente en las mallas.

L

R» r

- =0
Tglii R1 i R3 82l
TRy R

Tomamos como sentido positivo el movimiento de las agujas de un reloj.

. €
Primera malla &=1LR, =l ==t
1
Segunda malla  -L,R, +1,R,+I,R, =0 =1,R,=1R-I;R,
Ir-¢,
Tercera malla Ir-IL,R, =€, =1;= R
3
Ir-¢€
Nudo L=+l =1,= 241
R3

Sustituyendo 14, I, e Izen la segunda ecuacion:

"8 R, +IR, =%Rl— ";{82 R, = |(§—2+R2+r}

3 1 3 3

&R,

=g, +€, >
3
_ 81R3 +82(R2 +R3)

= (R, +R,Ry+1R;)=€R;+&,R, +R;) = | r(R,+R;)+R,R;
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18.- Una resistencia R y un condensador C pueden colocarse en serie 0
en paralelo. La impedancia en el primer caso es el doble que en el
segundo para una cierta pulsacién a. ¢Cudl es el valor de esa pulsaciéon?

Cuando estan colocados en serie la impedancia del circuito es:

_R_1;
Co

Z

S

Cuando estén colocados en paralelo la impedancia es:

1 1.1 1 . 1+RCo i R R(L—RCo i)
— = =—+Coi=—"7"-"—"=Z = _ = ——
z, R _1. R R 1+RCoi 1+R%*C’o
Co
2 -
Como z,=22, = R—ii: 22Rz - ZRZC(;Z)l2
Co 1+R°C0° 1+R°Co

De la igualdad anterior se deduce que las partes reales sean iguales y también las
imaginarias

R=%:> 1+R?C?0? =2 RC0’=1= 0= =
1+R’C’0 RC
1 2R*Cuw

-—=-—"—"—= 2R’C’0’=1+R’C’0’= R’C’0’=1= @:i
Co 1+R%C’w RC
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19.- Se disponen de n pilas iguales, cada una con un fuerza electromotriz
£Y una resistencia interna r. Con ellas se forman S grupos cada uno de
ellos con « pilas en serie. Los grupos g se asocian en paralelo. El
conjunto de pilas se unen a una resistencia externa R. Se piden los
valores de ¢y B para que laintensidad de la corriente que atraviese la
resistencia R sea la maxima posible y también el valor de dicha
intensidad.

Cada uno de los grupos 3 tiene una fuerza electromotriz a.e. Al ponerlos en paralelo el
conjunto tiene esa fuerza electromotriz. Veamos ahora cual es la resistencia eléctrica del
conjunto. Cada grupo B tiene o pilas en serie por tanto la resistencia es ar. Como
existen 3 grupos asociados en paralelo la resistencia total R es:

En definitiva es como si tuviésemos una pila de fuerza electromotriz ae y una

. - ar : : .
resistencia interna—, la cual se une a una resistencia externa R. Aplicamos la ley de

Ohm generalizada:

o Y B estan relacionadas entre si: n= af3 ; sustituyendo en la intensidad nos queda

oe oe no €

| = = =
2
R+ % R+(” R +a’r

n

= |8

Como la intensidad es maxima derivamos la funcién anterior respecto de la variable o e
igualamos a cero

H 2
ﬂ:(nRﬂx r)na na28 20”:0: R +a’r=20’r= o= nR
do (MR + ar) r
gl e
R ViR VR

;
Para hallar el valor de la intensidad maxima sustituimos los valores de o en la ecuacién

de la intensidad.
o nae \/ﬁ f
nR+oa’r nR " 2R

NnR+—-r
r
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Planteamos ahora la siguiente situacion. Tenemos 60 pilas de resistencia interna cada
una r =1 Q y las vamos a utilizar todas agrupandolas con distintos valores de o y . Los
casos posibles, con sus resistencias internas de la agrupacion son:

o 1 2 3 4 5 6 10 (12 |15 |20 |30 |60

B 60 30 20 |15 12 10 |6 5 4 3 2 1

Ri/Q2 | 0,016 | 0,066 | 0,15 | 0,266 | 0,416 | 0,6 | 1,66 | 2,4 | 3,75 | 6,66 | 15 |60

Los valores de la resistencia exterior R si coinciden con los de la resistencia interna Ri,
daran lugar a maximos de intensidad, por ejemplo si R = 15 Q, entonces la disposicion
estaria formada por dos agrupaciones de 30 pilas cada una y ambas colocadas en
paralelo Si R esta comprendida entre dos valores de Ri una de las dos proporciona la
maxima intensidad o ambas la misma, por ejemplo, si elegimos 5,5 Q entonces caben
dos posibilidades: 4 agrupaciones de 15 pilas o 3 agrupaciones de 20 pilas .La decisién
entre las dos depende de la intensidad que proporcionen:

oo 15815 _1628 ¢ i= 20¢ _ 20820 _1.64¢
R+%¥ 55+ R+% 55+
4 p 3

Si R> 60 Q , entonces la maxima intensidad la darad la agrupacion en que todas las
pilas se dispongan en serie y si R<0,016 Q la agrupacion que dara mayor intensidad es
colocar todas las pilas en paralelo.
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20.-Un aro (asimilable a una circunferencia de radio R) tiene distribuida
de forma uniforme una carga Q. El aro esta situado en el plano XY y el
eje Z es perpendicular al plano del anillo y pasa por su centro. Se pide
calcular el campo eléctrico E en cualquier punto +h del eje Z positivo y
determinar el valor de h para el cual el médulo de E es el maximo.
Dibujar la gréafica de E frente a h cuando R=10cmy Q =10°C

Dato —+ =9.109 Nm2/c2

71'80

En la figura inferior se representan los campos que crean dos trozos infinitesimales del
aro en un punto +h del eje Z. Se observa que esos campos tienen componentes iguales y
opuestas en la direccion del eje X y que, por tanto, al sumar estas componentes se
anulan, mientras que las del eje Z tienen la misma direccion y sentido. Luego el campo
tiene la direccion positiva del eje Z y es la componente de dE sobre el citado eje Z,
cuyo valor en modulo es dE cos 6.

dE

"Q‘\ydo

dE, =dE-cosb = 1 d—Q-cose

4r g, 1’

El modulo del campo Ez se obtiene integrando la expresion anterior

Q
1 dQ Q
E., = cos0 = — .cos0
z ;[41t80r2 me, I’
Introduciendo el valor de h .
h h
r’=R%*+h? : CoSH = — = ——u—
r ¥yR?+h?
c Q. Q h 1 _Q
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Para hallar el valor de E, maximo derivamos la anterior funcion respecto de h e
igualamos a cero

(R?+h?)e —h-i(RZ +h?) - 2h

3 1
€, _ Q . =0= (R?+h?)z —3n2(R*+h%): =0=
dh 4 €, (R2+h2)

= R%?+h?=3h?=> h:i R—\/E
J2 2
400
350 .
300 //ﬂ\‘\
S 250 .~
Z /
S 200 / \\\
i 150 P
100
50
0
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

h/m
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21.-a) Calcular la energia que posee una esfera conductora y aislada de
radio R y que posee una carga +Q.

b) Calcular la energia de dos capas esféricas de pequefio espesor si son
concéntricas de radios R; y R, , siendo R,>R;, las cuales poseen cargas
eléctricas +Q; y +Q, ,respectivamente.

a) Para calcular la energia de la esfera cargada suponemos que ella estd inicialmente
descargada y nosotros la vamos cargando transportando cargas +dg desde el infinito
hasta la esfera.. Cada pequefia carga que llevemos supone un trabajo que hemos de
aportar y la suma de todos esos trabajos, hasta cargar la esfera, nos mide la energia que
puede almacenar.

Supongamos que en un determinado momento la carga de la esfera es +q y si una carga
+dq se traslada desde el infinito a la esfera, el trabajo vale:

19
dw = dq(vpartida - \/Ilegada)= dq(voo - \/Ilegadaa)= dq(o - An g, EJ
Observe que al ser dq positiva y g también positiva, hemos de hacer un trabajo exterior
contra las fuerzas del campo, el cual da lugar a que la esfera adquiera energia.
Para calcular el trabajo total sumamos esos trabajos dW, lo que equivale a integrar la
expresion anterior entre los limites cero y Q.

21Q

@

0 8 ¢

W_T-_ 1 gdg_ 1 ¢
v 4mne, R 4n g R 2

R

0o (o]

La energia de la esfera llamada energia propia vale
QZ

propia = 8r SOR
b) Para este caso supongamos que ambas esferas estan descargadas y procedemos a
cargar la de radio R; y cuando ésta tenga la carga Qi procedemos a cargar la esfera de
radio R..
El calculo para la esfera interior ya se ha hecho en el apartado a. Para la segunda esfera
hay que tener en cuenta que se encuentra a un cierto potencial debido a la influencia de
la carga interior Q; de la esfera interior y que ademas adquiere otro potencial como
consecuencia de la carga q que va a ir adquiriendo, hasta tomar finalmente Q.

dWZ = dq(vpanida - Vllegada) = dq(voo - Vllegadaa) = (0 - 5 —_jdq =
2

w ool Qg tad 100, O
' o 4neg Ry 4n ¢, R, drt ¢

La energia almacena por el sistema de las dos esferas, vale:

1 Qf, 1 QQ, 1 Q

E= =<
8re, R, 4ne, R, 8neg, R,

0
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22.- Se desea construir un circuito serie LCR de modo que para una
frecuencia de 10 kHz, la impedancia del circuito sea 1,3 kg2, su
frecuencia de resonancia 5,0 kHz y la intensidad de la corriente esté
retrasada 60° respecto de la tension.

a) Calcular los valoresde L, Ry C

b) Si el voltaje eficaz de la fuente del circuito es 130 V, calcular la
intensidad eficaz en el circuito y las tensiones eficaces en cada uno de
los elementos

¢) Calcular la potencia media en el circuito y la potencia media en cada
uno de sus elementos.

d) Si se mantienen las mismas L, Ry C obtenidas en el apartado a), asi
como el voltaje eficaz, se pide calcular la frecuencia de la corriente
alterna para la que la potencia consumida en el circuito sea la maxima
posible.

e) Determine para que frecuencias la potencia consumida en el circuito
es 8 W.

a) Teniendo en cuenta que la intensidad de la corriente esta retrasada respecto del
voltaje, esto nos indica que es un circuito en que la reactancia inductiva es mayor que

Lo 4

Lo-1/Cw

1/Co» Y

<«

Fig.1

la reactancia capacitiva. Un esquema (fig.1), no a escala, nos indica este hecho. De
la figura 1 se deduce

Z=\/R2+£Lw+cij : (1,3.103)2=R2+(|_w+cij (L)

tago = TC‘” =tag 60° (2)

La resonancia ocurre cuando
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-9
_ 1 L 1 1 N L:1’013'1O
Copg

Co?  Can’(5,0.00° C

3)

Log

Combinando las ecuaciones (1) y (2).

6
(13.10°f —R? = (R - tag 60)* = 1,69.10° = R?(1+tag?60) = R = 1/1’69410 — 650

Combinando (3) con (2).

-9
Lm—i:R-tag GOOSw—i:65O-ta960:>
Co C Co

1,013.10° -4x?-(10* ] -1
650 tag60 - 2zl

=1,013.10° -©° -1=650-tag60-Co = C =4,2.10"°F

De la ecuacion (3)

-9
L1030 0,025H
42108
b)
Ve 130 0,10A

| = -
=z 13.10°

En laresistencia V[ =1, -R=0,10-650=65V

En el condensador Vg, =1, Lt 0- _81 -
42107 -27-10

=37,9V

Cor-f
En la autoinduccion VS =1, -L27- f =0,10-0,025-27-10* =157V

c) Potencia media en el circuito
(P) =1, V,,c080 =0,10-130-c0s60 = 6,5 W

Potencia media en la resistencia
<P>R = Ii,zR =0,1°-650=6,5W

Las potencias medias tanto en el condensador como en la bobina son nulas.
d)

<P>= Iefzvefzcosezv?fzvefz Bzvezfz R

Z 2
R2+(Lm—1j

Co
Para gque la potencia sea maxima el denominador debe ser minimo y eso ocurre cuando

Lw=c—, lo que significa que el circuito esta en resonancia, la frecuencia de
®

resonancia es un dato del problema y es 5 kHz.
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La potencia media méaxima vale:

(Pro ) =1V, =0,1.130 =13W

(P)=8=1,V,,c0s0 =0,10-130-cos® = cos6 :%

Para el valor del coseno anterior existen dos soluciones 6 =52° y 0 =-52°. Para el

primer valor en el circuito predomina la reactancia inductiva (como se observa en la
figural), para el segundo valor de 6 predomina la reactancia capacitiva.
En el primer caso

8 R 64 R?
cosh = — = = = >
13 1 2 169 9 1
R“{Lm—j R*+ Lw—j
C(D C(D
, 1) , , 1Y 1
= 64R° +64 Lo——— | =169R“ =1,64*650° =| Lo—— | =832=Lo——=
Co Co Co

= LCw® -832C0-1=0=1,05.10"®w* -3,49.10°0-1=0= © =51670 = 2nf =

= f =8,2kHz

En el segundo caso, cuando 6 = -52°, la reactancia capacitiva es mayor que la reactancia
inductiva (fig.2).

A
Lo
R
G Fig.2
1/Co-Lo
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Z
1/C(Dv
8 R 64 R?
c0sH = — = = = ;s =
13 1 2 169 2 1
R2+(—Lm) R°+| —-Lo
Cwo Co
1 ? 1 2 1
= 64R? + 64(— — La)) =169R? = 1,64 *650% = (—— ij =832=—-Lo=>
Co Co Co

= LCw® +832C0-1=0=1,05.10"w? +3,49.10°0-1=0=> ©=18429=2nf =

=f=29kHz
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23.- Un condensador C; tiene una capacidad de 5.10 F y se carga a una
diferencia de potencial de 60 V. Un segundo condensador C; tiene una
capacidad de 80.10" F y se carga a una tensién de 15 V. Una vez
cargados los condensadores se monta el circuito indicado en la figura
inferior.

R=2.10°Q

a) Calcular la carga y la energia almacenada en cada condensador.

b) Se cierra el interruptor 1, calcular la intensidad que circula por el
circuito en el instante del cierre

¢) Calcular la carga de cada condensador cuando no circule corriente
por el circuito

d) Determinar la expresion matemética que indica coémo varia la
intensidad de la corriente en el circuito durante el periodo transitorio.

e) Calcular la energia perdida por los condensadores durante el proceso.

Q,=C,V, =5.10"2.60=3.10"°C ; Q, =C,V, =80.10 ?-15=12.10"°C

a)
E, = %clvf = %5.10-12 .60°=9.10°J ; E, = %sz; = %80.10‘12 15% =9.10°)

b) En el instante de cerrar el interruptor el circuito se compone como si tuviese una
fuente de 60 V y otra de 15 en sentido opuesto; aplicando la ley de Ohm
generalizada

¢)
Q _Q

V,-V, C, C, 60-15

° R R 2.10°

=2,25.10"°A
c) De acuerdo con la figura del enunciado escribimos
V,-V;=60V ; V.-V,=15V=V, -V, =45V

Como Va es mayor que V¢ el condensador C; comenzara a perder carga que sera
ganada por el condensador C, , esto durara hasta que (Va= Vc)fina , €St0 es,
V, — Vg =0.

Llamamos 6 a la carga perdida por C4, que es la ganada por C..
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Q,+6 Q, -0 Q,+6
C—1 = Vg = éz :VAf_VBf_(VCf_VBf): 1C1 - éz =

= V,, -V, =0=(3107"°-0)-80.10"* = (12.10° +6)-510™* =

180107

= 240.10"°-800=60.10""+50 = 0 =2,12.10"°C

Qu =Q,-0=3107"-212.10" =0,88.10™°C ;
Q, =Q,-06=1210"°-2,12.10"° =14,12.10*°C

c) En el instante inicial la intensidad de la corriente es I,, a medida que transcurre el
tiempo la intensidad disminuye hasta anularse.
Designamos con i a la intensidad un tiempo t después de cerrar el interruptor, y con q
a la carga que hasta ese momento ha pasado del condensador C; al C,. La intensidad
i es el cociente entre los voltajes de los condensadores divididos por la resistencia R
del circuito

Q-4_Q,+q Ql_Qz_q[ulJ Vl_vz_q(ulJ
C, Cc, C

i — Cl Cz — Cl CZ C1 — 2
R R R
Seguin hemos visto |, = VitV y 1 + .1 , siendo Ce la capacidad
¢, C C

equivalente al conjunto de los dos condensadores
-9

C
R

e

De la expresidn anterior calculamos la variacién de i con el tiempo

q

dl_d Co|_dg 1

d¢ | R | dt RC,

Como d_q =i, resulta:
dt



di [ di
—_——— = —
dt RC, i

1 1

= —i: Ini :—LHCte, cuando t=0, Cte=Inl, =
RC, RC,
1 1,
- hl=— "t = i=1l,e RCe
I, RC,
1 17

= Ce=4,7110" =

C

e

= + =
5107 80.10™ 80.107*

= C.R=47110".2.10° =9,410°s" = CLR =1,06.10°

e

i =2,25.10 5 1 06.10°t

e) La energia que almacenan los condensadores al final es:

1 1
Elf = EClVlzf + E

C,V; :llef +£Q§f _ (0,88.10_10)2 1(14’1210_10)2

1
2

+
2C, 2¢C, 5.107" 2 80107

E, =1,32.10°J

La energia contenida en los condensadores al principio era 18.10° J.

La energia disipada es:

AE=18.10"-1,32.10° =4,8.107°J

37
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24.- La superficie de una de las armaduras de un condensador plano vale
S=1 cm?y la distancia entre las armaduras d = 0,1 mm. La diferencia de
potencial entre las armaduras 4V = 2,5 V. Calcular:

a) El campo eléctrico entre las armaduras, la carga de una de las
armaduras y la energia almacenada en el condensador.

b) Si se mantiene la carga de las armaduras y se aumenta la distancia
entre ellas en 10° m, calcular la variacién que experimenta la diferencia
de potencial en el condensador.

c) Se une el condensador a una pila de 2,5 V, lo que permite mantener
fija la diferencia de potencial entre las armaduras, y si una de ellas
efectlla un movimiento vibratorio arménico de f = 10° Hz y amplitud 10°®
m, de tal modo que la vibracion acerca y aleja a la armadura vibrante de
la fija, determinar:

d) La carga de cada armadura en funcion del tiempo y la intensidad de la
corriente que circula por el circuito.

a) El campo, al ser uniforme entre las armaduras del condensador, esté relacionado con
la diferencia de potencial por la ecuacion

AV_ 25V 55400V

E = =
d 01.10°m m

Para calcular la carga de una de las armaduras hacemos uso de la relacion

-4
c=Q o g=cav="Say- L L0 Ho so10tc
AV d 47-9.10° 0,1.10
-4
e-lcavi=lBS et MO oe 576101
2 2 d 2 47-9.10°-0,1.10

b) Al aumentar la distancia entre las armaduras y permanecer constante la carga de
las armaduras, la nueva capacidad es:

€09
. S , -
c= 0 av=Q GV d ay 9H0C Ly
d+10 C C €05
d+107°
-6 -3 -6
:AV'—AV:AV(dJrlO - J=2,5-(0’1'§2 10*_&0 —1):0,025 v
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¢) Suponemos que cuando t=0 la distancia entre las armaduras es d, al variar la distancia
entre las armaduras varia la capacidad del condensador, aunque la bateria mantiene la
diferencia de potencial de 2,5 V. La distancia entre las armaduras en funcion del tiempo
es d'=d+ A sen2xnft ylacapacidad del condensador y la carga de una de sus
armaduras

€,9 Q

3 _Q 2,5¢,S
d+Asen2nft 25

=d+Asen2nft

= Q

La carga es funcion del tiempo, por tanto, cuando la carga disminuya la bateria le
suministra corriente al condensador y cuando la carga aumente el condensador
suministra corriente, en definitiva en el circuito eléctrico aparece una corriente variable,
cuyo valor es.

(=39 i( 2,98, j =2,5¢,S

—A-2nf~cosant}

dt  dt\d+Asen2nft (d+Asen2nf t)
(0= 25-10" | -10°-2710° -cos2n10°t | 1,57.10 “cos 2n10° t -
47-9.10° | (0,1.10° +10°sen2n10°t)f |  36m-10°-10°(0,1+10 sen 2r10° t)f

B 1,388.10°cos 2n10°t

= I(t)=
(0,1+10 *sen 2r10° tf

La representacion grafica de la funcion anterior es:

0,2

0,15
0.1

0,05

-0,05

-0,1 -
-0,15

intensidad, I/pA

-0,2
0 5 10 15 20 25 30

tiempols
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25.-Un hilo de longitud infinita posee una carga positiva por unidad de
longitud A, a una distancia minima a de ese hilo existe una carga
puntual —Q y ambos yacen en el plano XY. En la figura se observa su
disposicion y las tres regiones del plano designadas con I, 11 y I11. Se pide
determinar en qué regiones puede ser el campo eléctrico nulo y cuales
son sus posiciones.

i -Q

“——g P>

En primer lugar determinamos cuél es el campo creado por un hilo de longitud infinita y
con densidad lineal de carga +A

Al
l ( P dE cos 0
Voo ’ ——
__________ X_ ——————— - _>
Fig.1

Consideramos un punto cualquiera del plano XY que se designa con P y gue dista una
distancia x del hilo. Sobre éste aparece un elemento de longitud dl que posee una carga
positiva A dl y que en el punto P crea un campo dE. Este vector campo tiene dos
componentes una horizontal dE cos 0 y otra vertical dE sen 6. El modulo de dE vale:

1 Adl 1 Adl 1 Acos®edl
dE = 2 2 2
dme, r dne, [ x dre, X
coso
De la figura 1 se deduce:
1

-do

|
tagd=— = dl=x-
g X cos?0

Llevando el valor de dl a la ecuacién de dE
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1 Acos’6dl A

dE = = 5
X 4me X

de

Ane,

Si volvemos a la figura 1 observamos que para el elemento dl considerado existe otro
situado simétricamente sobre la linea a que crea un campo en que la componente
horizontal se suma y la vertical se anula, en consecuencia el campo en P tiene la
direccion horizontal ( por tanto perpendicular al hilo) y dirigido hacia fuera del hilo.
Designamos a este campo con dEp= dE cos 0

dE, =dEcost = cos6 do

e X

Para calcular E, hemos de sumar las contribuciones de todos los elementos dl .

1Y

T
2 T
EP:ZI A cosodo =2 [sen6|s = A

0

4me X 4me X 2me X

Aplicando el teorema de Gauss se resuelve con rapidez, dado que la distribucion del
campo tiene simetria cilindrica.

El flujo del campo eléctrico a través de una
superficie cerrada que contiene cargas en su interior
+X es igual a la suma de las cargas dividido por la
constante dieléctrica del medio &,. Debido a la
simetria cilindrica del campo tomaremos como
superficie de Gauss un cilindro de eje en la linea de
A E carga, altura L y radio, la distancia x a la linea.

CD = (DLateraI + CD

base tapa

+O -4
4

0

Como el flujo es ® =E-A=E-Acosa ; en la base
y en la tapa es nulo puesto que cosa=c0s90°=0y
todo el flujo sale por la superficie lateral.

d=b _ —E-Acos0=L:  o=E.onxL=tk. g2
80

Lateral -
o 2me X

Por el principio de superposicién, el campo resultante en una region es la suma vectorial
de los campos existentes. En la regién | es posible que el campo se anule porque Ep y E.
o tienen la misma direccion y sentidos opuestos y ademas debe ser en algun lugar de la
recta perpendicular al hilo y que pase por la carga Q. En la region 11 es imposible que el
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campo sea nulo ya que ambos campos tienen la misma direccion y sentido yen la lll es
posible que si lo sea, porque los campos tienen la misma direccion pero distinto sentido.

La figura 2 aclara la direccion y sentido de los campos

| 1 11
Epr
Ep Ep o -Q —
Eq T, Eq
————»
a
Fig. 2

Region |

Llamamos x a la distancia que existe desde el hilo al punto donde se anulan los campos

Er=E,= L r_ 1 Q 2:>&=1#:>a2+x2+2ax:£:>
2me, X A4me, (a+x)° X 2@ +x®+2ax 2
2
(ZQX—ZajJ_r\/(Za—ZQJ —4a°
— w2 ax2a-2 )sa? —0= x= =
2\ 2
2
Q oalx faa2+ & _FQ 4y Q 9|+ |9/ Q 0
2\ 4 A 2\ A
=X = = X=

Para que exista valor de X, la raiz cuadrada debe ser de un nimero positivo, por tanto

Q 5350 =952 = Qssa (1)
40 4

Si Q =8 a A, existe un solo valor de x, si Q> 8 a A existiran dos valores de x, lo cual
requiere que
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2 2 2 2
2—2a >Q2_2aQ:> Q2+4a2_2aQ>Q2_2aQ:> 4a% >0
2\ 4), A 4\ A 4) A

Como a es una distancia se cumple la condicidn y existen dos soluciones.

La figura 3 representa el campo E (escala arbitraria) en la zona | cuando solamente hay
una solucion

D

P
~

P

D

w

P

D
Y

N
\‘\*
@

Campo , E

RN
o}
o P

D

H
O g GNP

(=]

©

-2,5 -2 -15 -1 -0,5 0

Fig.3

La figura 4 representa el campo cuando hay dos soluciones.

(]
B

D
[¢¥)

——]
(«n] <
o

1;

Campo , E
e
oo} L

D

(]
1)

-2,5 -2 -15 -1 -0,5 0

Fig.4
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Zona Il
E.=E, 1 r 1 Q zzlzl#:xzntaz—%x:&:
2ne, x 4meg, (x-a))  x 2x*+a’—2ax 2\
Q QY
(2a+ﬂjiJ(2a+%j —4a’®
:>x2—x(2a+gj+a2:0:x: =
2\ 2
2
2a+ 2 |+ [aa? + & L 2Q_ 4 (2a+jS Q[ Q o
2\ % A 2\ Aldx
=X= = X =
2
. 6a ++/8a(2a + 2a) + .
SiQ=8aAl entonces. x = > :6a ;@:3a12a\/§ , existen dos

soluciones en lazona lll., 5,83 a y 0,17 a.

Si Q > 8 a A habra dos soluciones si

2 2 2
(2a+gj >9(2+2aj: 4a2+Q2+2aQ> Q2+2aQ3 43’ >0
2\ A U4A VivN A 4\ A

Como se cumple la condicion existen dos posiciones en la zona I11 donde se anula el
campo.
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26.-En el circuito de la figura inferior A es un amperimetro sin
resistencia interna. La resistencia total del redstato es R y la bateria
mantiene una diferencia de potencial 4V=10V, constante, siendo su
resistencia interna despreciable.

a) Calcular la intensidad de la corriente 1, que pasa por el amperimetro
en funcidén de la posicion del cursor sobre el redstato

b) Dibujar las curvas I, frente a xcuandoR=10.02 yr =102y 05 Q. ,

¢) Calcular matematicamente cuando la intensidad I, es minima.

I Eae
e o
A
“RX
. J

a) Aplicamos las leyes de Kirchoff a un nudo, a la malla total y a la malla superior. En
la figura x representa la resistencia que existe entre un extremo del redstato y el
amperimetro. I, la intensidad que pasa por la bateria, I, la que pasa por la resistencia
ry l, la que pasa por el amperimetro

l,=1,+1,
L(R=X)+1,r=AV
l,r—1,x=0

De la tercera ecuacion despejamos I, y la llevamos a la primera

Las dos ultimas ecuaciones se combinan con la segunda

2
(|a§+|aj(R—x)+la§r=AV:>laXE—laX—+|aR—|aX+|aX=AV:>
r r r r
LRX—1,x* +I,Rr=AV-T = | - Avr @

* x(R—x)+Rr
Sustituyendo valores numéricos en la ecuacion (1)

10 5

|, =—————— l,=———
* x(10-x)+10 Yo X(10—x)+5



46

1,2

f
NN /]

0,2

la en amperios
o
»
]

L 4
4

0 2 4 6 8 10 12

Resistencia x en ohmios

c) Las gréficas nos indican que existe un minimo de corriente,. Para calcular ese
minimo derivamos la ecuacion (1) respecto de x e igualamos a cero.

OII'°‘=_Av'r(R_2X2)=o ~ R-2x=0 = x=R
dx [x(R—-x)+Rr] 2

Cuando el cursor se encuentra justamente en la mitad del redstato es cuando la
intensidad que pasa por el amperimetro es minima.

0,2
0,18
0,16 508
0,14 .90 <
0,12 S .5

O,l ‘ ‘
0,08
0,06
0,04

0,02 A
o[ \

-0,02

&

fraccion de la cuerda

0 10 20 30 40 50

angulo/°
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27.-En los vértices opuestos de un cuadrado de lado L=10" m, estan
situados dos protones y en los otros vertices dos positrones. Si el sistema
se deja en libertad calcular aproximadamente las velocidades de las
particulas cuando estén muy separadas entre si.

Datos. Masa del protén 1,7.10%" kg , masa del positrén m = 9,1.10°* kg
Segun al ley de Coulomb la fuerza entre dos particulas cualesquiera de

2310728

5 N .

las citadas y situadas a una distancia r , vale:
r

En la figura 1 se han dibujado las fuerzas que acttan sobre cada una de las particulas
cuando se encuentran en los vértices del cuadrado

© Proton, p

mPositron, e*

Fig.1

En cuanto el sistema se deje en libertad las particulas se alejaran entre si, adquiriendo
cada una de ellas energia cinética, la cual proviene de la energia potencial electrostatica
del sistema formado por las cuatro particulas cuando se encuentran en los vertices del
cuadrado.

Para obtener la energia potencial eléctrica, iremos calculando el trabajo necesario para
ubicar las particulas en los vértices, teniendo en cuenta que vienen desde el infinito
donde la energia potencial es nula.

Recordemos que la expresion del trabajo es:

W = q(Potencial de partida— Potencial de llegada )

Siendo g la carga transportada. Para llevar el positron 1 al vértice, el potencial de
partida y de llegada son nulos luego lo es el trabajo. Para llevar el proton 2 a una
distancia L del positrédn el trabajo vale:

2
W|=q[0— L 9}— Q" 1
e, L

__411380 L

Para llevar el protdn 3 al vértice que dista L del positron 1y V2L del otro proton el
trabajo vale:

19 1 ¢ q’° 1
W, =q| 0— S —— 1+—
! q[ dne, L A4ns, L\/Ej dne L\" 2
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Finalmente para llevar el positron 4 a su vértice

1 g 1 q 1 q q* 1
W, = 0- 2+ —
! q( dne, L 4me, L\/_ Ane, Lj 4me L J2

El trabajo total es la suma de los trabajos parciales

q* 2 q* 2
- 4+ — |= E, = 4+ —
4n£oL( \/Ej P 4nsoL( \/E)

Una alternativa mas rapida para el calculo de la energia potencial electrostatica del
sistema, consiste en sumar las energias potenciales de todas las parejas que pueden
formarse sin repetir ninguna, asi: la carga 1 con la 2, més la carga 1 con la 3, mas la
carga 1 con la 4; mas la carga 2 con la 3 + la carga 2 con la 4; mas la carga 3 con la
4. Todo se recoge en la ecuacion:

1 <4
47[80 i1 I’”
coni#j

En nuestro caso g; = g; = g el lado es L y la diagonal L2

W =

= [4+\/—]

1 Zﬂ qq qq+ qq
4ne, L\/_ \/_ 4ns L

De acuerdo con la ley de Coulomb y el dato del problema

2 -28 2
Fo_1 q_ 2’3'120 -~ 94 _o310%
e, r r 4ne

0

-28
La energia potencial eléctricaes: E, = ﬂ[4 + ij
L J2

Cuando las particulas se dejan en libertad los dos positrones tendran la misma energia y
lo mismo le ocurriré a los protones. Dado que cada proton tiene 1868 veces la masa de
un positrén, resultard que los positrones cuando estan muy alejados de la posicion
original los protones apenas se habran distanciado entre si.

Aproximadamente, de forma razonable suponemos, que cuando los positrones estén
muy alejados, los protones estan practicamente en la misma posicion inicial, esto es, a

una distancia entre si de L+/2 . En estas condiciones la energia potencial eléctrica de los
dos protones es:

1 gq*> 23107%
4me, L2 L2

La energia que se han llevado los positrones es: la inicial del sistema menos la que
tienen los protones
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2,3.1028( 2 ] 2.3.107%® 2,3.1028( 1 j
E, =2 |4+ 2 |- - 44—
L J2 L2 L J2

Esta energia se la reparten por igual entre los dos positrones y se ha convertido en
energia cinética

28 —28
1230, Iy ve sy, = [ 2300y L1100
2 L J2 ) 2 10%.9,1.10 J2 s

Para los dos protones

—_— = —m
2 L2 2

~
~

12310% 1, 23.107%8 m
Vo =V, = [— — ~10—
10342 -1,7.10 S

dv F 1 —M(~Am) 1
a=—= . =F —
dt  Am M (M —Amt)’ M —Amt

M — Amt
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28.-Calcular la energia almacenada en el campo eléctrico creado por una
esfera de radio R y carga Q. La carga esta distribuida de forma
homogénea por toda la esfera.

La energia almacenada en un campo eléctrico esta dada por la ecuacion:

U:%"IEZdV

La integral debe calcularse en todo el espacio en el que exista campo eléctrico..
Para el caso de la esfera dividimos el campo creado por ella en dos partes, una la que
corresponde al espacio exterior a la esfera, y otraal interior de ella.

Para calcular el campo exterior aplicamos el teorema de Gauss
Consideramos una esfera de radio r>R concéntrica con la esfera que contiene la carga
Q. El teorema de Gauss expresado en forma matematica es:

J.E-d§:&

€,

En nuestro caso » q=Q

jEdé:i = E =2 - g =2 iz
€, € e, 1

Para calcular el campo en el interior de la esfera de radio R hacemos uso del teorema de
Gauss

0

—» | «—

<-- >

Consideramos una esfera concéntrica con la que tiene la carga Q de radio r<R

[E-as=T = E 4 _Q

8O 80
Q’ es la carga contenida en la esfera de radio r. Teniendo presente que la distribucién de
carga es homogénea, la densidad volumétrica de carga es la misma en la esfera de radio

R que en la de radio r.



- @ % or

' dne r?  4mer?  4ne RP

V:%nr3 = dV =4xridr

Calculamos la energia almacenada en el campo exterior a la esfera.

8ne 2

00 2 2 ®© 2
Ue:8—°IE2dV:8—°I Q 4urdr = Q '[idr: Q {—£+
2 2 R RY

2
4me r o 8ne,

2
= U,= Q 1
8ne, R

Calculamos la energia almacenada en el campo interior a la esfera.

2

U, =5 [EdV =2 |

2 <\ 4ne R® 8ne R° :87t80R6
_ Q1
' 40me, R

Q* Q* Q* (1 1) 3Q°
Utotal = + = —t— =
8ne,R 40ne,R 4mne,R\2 10) 20me R

R 2 R 2 5
[ Qr J -4nr2dr:Q—Ir4dr Q—{R
0

E

1

o R

| =

o1
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29.-Calcular la energia calorifica que se desprende en la resistencia R al
cerrar el interruptor 1.

La fuerza electromotriz de la bateria es ¢ y su resistencia interna es
despreciable.

Cuando el interruptor | esté abierto los dos condensadores estan acoplados en serie con
la bateria y almacenan la siguiente energia:

2_1 C'2C 2 C82

EZECES =— €
2 2C+2C 3

Designamos con g a la carga de cada condensador y las diferencias de potencial entre
sus bornes son:

C: q ’ZCZLS(VA_VB)+(VB_VD)=8=E+1 q_&
V= Vg Vi -V, C 2C 3
2ce 2ce
qa_ 3 _2_ . q 3 1
V _V == =— ,V —V == — = —
ATYBT T T T3t e e T T e T3

Al cerrar el interruptor I comienza a circular corriente por la resistencia R y este
fendbmeno dura hasta que la diferencia de potencial Vg-Vp se anule, y cuando ocurra
esta anulacion, el condensador 2C estara descargado, ya que no existe diferencia de
potencial entre sus bornes. Ahora la caida de tension ¢ esta entre los bornes del
condensador C, con lo que su nueva carga es , = Ce.

Durante este proceso la bateria ha aportado un trabajo:

2Ce Ce?
W=(q, -qle=|Ce- 2 e =
(@, —q) ( e- js 2

La energia almacena en los condensadores es la que posee el condensador C

E, ETR
2
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La diferencia de energia entre la situacidn inicial (I abierto) a la final (I cerrado) es:

2
lCs2 —ECSZ _ce
2 3 6

Dado que la bateria ha aportado una energia, el exceso de energia que no esta en los
condensadores se ha disipado en la resistencia R

Ce? ~ Ce? Ce¢?
3 6 6

Q=
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30.- Una carga puntual Q dista del centro de un circulo de radio R una
distancia h. Calcular el flujo eléctrico que atraviesa la superficie
circular.

Por definicidn el flujo eléctrico que atraviesa una superficie es:
®©=[E-dS = dd=EdScoso

El modulo del campo eléctrico creado por una carga puntual

o 10
dre, 1

Sobre el circulo escogemos una superficie dS tal que toda ella diste r de la carga Q y
esa superficie debe ser una corona circular de radio p, tal como se indica en la figural.

Q.
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Toda la corona circular dista r de la carga formando un &ngulo 6 con la vertical. El

vector campo es dE y tiene dos componentes, una de ellas, perpendicular al circulo y la
otra en el plano del circulo. La componente perpendicular es la que contribuye al flujo
ya que el &ngulo con la superficie de la corona es 0°.

El flujo que atraviesa la corona de radio p es:

d® = E - cos0 - superficie de la corona = E - cos - 2zpdp

: cosO =

. 1. Q_ 1 Qz,

:4n80 r?  4me, h?+p h? +p?

Sustituyendo los dos valores en la ecuacién del flujo

1 Q ~2npdp=Qh- pdp

h
T, W g 2 (e

Para calcular el flujo total a través de todo el circulo se integra la expresion anterior

do

Qh

pdp
1
o (1)

3

(h2 +p2)E

Para calcular la integral hacemos el cambio de variable siguiente:

d =

o—-0

0

h?+p?>=u®* = 2pdp=2udu
Con este cambio de variable resolvemos la integral siguiente:

R
Ffpdp :TUdu:‘E}RZ‘# R S
O(h2+p2)% 0 u® uip h2+p2 0 Jh2+R?2 h

La ecuacion (1) queda

Bl atel Sl
2e,\h Jh?+R?) 2g, h? +R?
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31.-a) Calcular el campo eléctrico de un segmento esférico, cargado
uniformemente, en el centro de la esfera de radio R a la que pertenece. El
area del circulo que cierra el segmento es r<R y la densidad superficial
de carga o C/m*.

b) Calcular el campo eléctrico que crea un hemisferio, de radio R con
densidad de carga superficial o, en su centro

En la figura 1 se ha representado el segmento esférico cuya area del circulo que lo cierra
es r. El radio de la esfera es R. Sobre el segmento esférico se ha considerado una
superficie de altura dh .

El area de dicha superficie es: Fig.1

dA=Rd6 2ma
y su carga eléctrica
dQ=Rd6-2maoc

Cualquier lugar que se elija de esta superficie dista R del centro de la esfera, por ello, el
campo eléctrico creado son vectores que forman un angulo 6, pero dada la simetria del
proceso las componentes horizontales se anulan y solo quedan las verticales (ver la
figura 1). EI modulo de esa componente es:

! d—Qcosez ! Rcdeznacosez 1 2Ftaccosede

y=4TCSO R? 4ne, R Ane

dE

0

En la ecuacion anterior existen dos variables, una es 0 y la otra a. Ambas estan ligadas
entre si

seno _a = cosedezida
R R

Llevando esta relacion a la ecuacion dE,.

1 2nrac 1 1 Z2ac
y = —da=_—"~————-da
4ne, R R 2g, R

0

dE
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Para hallar el campo debido a todo el segmento circular integramos:

L o c |a° ' or?
E, I sada= Sl = = 5
D2 &R 2g,R°| 2 |5 4¢R

b) Para resolver este caso basta integrar como anteriormente pero cambiando el limite r
por R.

R
a’ oR? o
0 480R2 48
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32.- Se dispone de cuatro resistencias de alambre en espiral, de valores
10, 20, 30 y 40 ohmios, respectivamente. La potencia maxima que puede
disipar cada resistencia es 2 W. Utilizando esas cuatro resistencias se
fabrica un calentador que se conecta a una fuente de 20 V y resistencia
interna 25 .. Indicar como se han de unir las cuatro resistencias para
que la potencia sea maxima en el calentador.

En el circuito de la figura la maxima transferencia de potencia de la fuente a la
resistencia se produce cuando R = r; = resistencia interna de la fuente. Veamos por qué.

S

R

La intensidad de la corriente que atraviesa R y la potencia desarrollada es:

2
I=—° ;P=I'R=|——|R
R+, R+r,

Para hallar la maxima potencia derivamos la expresion anterior respecto de R e
igualamos a cero

P ,(R+r)-R-2(R+r,)

= = =0 R+r)-R-2(R+r)=0=R+r,—2R =0
e ey = (R+1,) (R+r)=0=R+r, =

R=r,
A la vista del anterior resultado, las cuatro resistencias deben agruparse de modo que su
resistencia total sea igual a 25 Q o al valor mas proximo a él.
De inmediato se observa que no es posible asociarlas en serie. Tampoco en paralelo. Por
tanto, es preciso asociarlas de forma mixta.

20V ;250
La resistencia de la agrupacion anterior es 25 Q y la caida de tension entre Ay B vale

10 V. Veamos si el circuito cumple la condicion de que cada resistencia soporte una
potencia igual o inferior a 2 vatios

Entre A y B por la rama superior la intensidad es 1= % =0,20A, la potencia en la

resistencia mayor es; P =1°R =0,20%-40=1,6 W. En las demas resistencia la potencia
es menor, luego se cumplen las condiciones del problema.
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33.- En el circuito de la figura inferior en el que se han dispuesto tres
condensadores y dos pilas sin resistencia interna, hay que calcular las
diferencias de potencial entre AyB ;entre ByD ; entre Ey B.

81 82
I | f—
_+ !
D™= —C; =E
# I I k
| B |
Cl C2

En la figura 1 se han asignado cargas a cada condensador enel 1y el 2 no hay duda de
sus cargas tal como estan unidos a las pilas, en el 3 se supone implicitamente que €;>¢.
Asignamos un sentido positivo al recorrido por cada malla y un sentido a las fuerzas
electromotrices de las pilas de menos a mas

81 82
1 A |
2| |
- o *

T T T
1] 11
| —
C1 2

Fig.1

En el rectangulo (en linea de trazos) que se ha dibujado en la figura 1 abarcando a las
armaduras de los tres condensadores se cumple que
0, =030, =0; C; Vg —C3V,5 —C, Vi =0 1)

Siendo g1, 02 Y g3 las cargas de cada armadura.

Recorremos cada malla en el sentido de las agujas del reloj y asignamos a cada fuerza
electromotriz un sentido de negativo a positivo.

VAB + VBD =& (2); VEB + VBA =&, (3)

Combinando las ecuaciones (2) y (3) con la (1) y considerando que Vga= - Vas,
resulta:



60
Cl(gl _VAB)_C3VAB _Cz(gz _VBA): 0 = Cp —Cue,y = VAB(Cl +C, +C3) =

C,e, —C,e, (4)

= V=i T2z
" C,+C,+C,

Llevando (4) a (2) y (4) a (3) resulta:

C2(81 + 82)_ Cse,

C,e, —C,e,
Vep =€, — C =
. +C, +C, C,+C,+C,
Vo, =¢, + Cie; —Cug, _ C1(81 +82)_(:382

C,+C,+C, C,+C,+C,
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34.- En el cubo de la figura cada lado tiene una resistencia R. Hallar la
resistencia equivalente cuando el cubo se conecta entre a) 1y 7 b) entre
ly2c)entrely 3.

1= /1

a) Supongamos que la corriente de intensidad I, llega por 1 y sale por 7. Al llegar a 1 se
reparte por tres ramas ( 1-2; 1-4; 1-5). Para llegar a 7 tenemos los siguientes caminos.
1267 ; 1487 y 1567, por los tres caminos se recorren las mismas resistencias. Por tanto,
cuando | se divide en 1, las intensidades por 1-2; 1-4 y 1-5 son las mismas y las
designamos con .

I =3i

Por 7 debe salir la misma corriente que entra por 1, luego las corrientes que llegan a 7
tienen que ser i por cada ramal 6-7, 3-7 y 8-7.

Por simetria, al dividirse las corrientes en 4, 5y 2 por cada rama la intensidad es i/2. La
figura 1 indica las corrientes en cada rama.

Fig.1

De la figura 1 se deduce
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V, -V, =(V,-V,)+(V, - V,)+(V, - V,) = IR =iR +%R+iR =

= 3iR; :i(2R+%J = R; :¥

b) La corriente | penetra por 1y sale por 2. . Al dividirse la corriente en 1, los caminos
1432 y 1562 son equivalentes, por tanto, las corrientes 1-4 y 1-5 son iguales vy las
designamos con i. EI camino de 1-2 es diferente a los dos anteriores y lo designamos
con j.

I =2i+]

La corriente i de 1-4 al llegar a 4 se bifurca y designamos con k a la corriente por 4-8 y
por i-k a la corriente por 4-3..

En la cara 1584 se cumple:

LR+l g+1g,+1,,=0 = IR+I,,R-kR-IR=0 = I.;=Kk
De lo anterior se deduce que I, , =2k y I, =i—-k

En lacara 4378 se cumple (i-klR—1,,R-2kR-kR=0 = I,,=i-4k

Si la corriente entrase por 2 y saliese por 1 seria semejante a que entrase por 1y saliese
por 2, luego si entra por 1 y sale por 2, | g2=i € | 35=i

Enelnudo3:143+137=1l3, = (i-k)+(i-4k)=i = 1i=5k
En la cara 1256
L,R+l, ,R+I,,R+I,,R=0= j-i—-i+k-i=0 = j=3i-k= j=14k

En la figura 2 aparecen las corrientes.

s~ R /’-4 R
¢ 2 # ( e /,/ ¢ k
- -aﬂ-"“f"‘ 1!""'""“ ey 3 'g
| g 0w
s g
J T U Tb-'
i
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- . i 14k 7
'R =V, =>_R2i+j))R=])R > R.=——R="—"R=—R
e =V, = 2i+])Re =] =G k12
c) La corriente | entra por 1y en ese nudo se divide en dos corrientes de valor i cada

una i, y una tercera de valor j.
I =2i+]

Al salir la corriente por el vértice 7 llegan a €l las corrientes i y j para que se cumpla la
ecuacion anterior. Esto trae como consecuencia que la intensidad por 4-8 sea nula y

también la 2-6.
Cara4378 IR-JR-I1;R=0 = I, =i—]

Nudo 7 (i-j)-lgy=] = 1y =2j—i
(2i+jR. =iR+0-R+(i—-jR+jR=2IR = R;%
Cara1584 jR+(j-VR-IR=0 = v=2j-i

Cara5678 VR+(2j-iR-(i-j)R-(j-VR=0 = v=i—]
De las dos ultimas ecuaciones se deduce:

Lo . 2.
2-1=1-] = =—1
] J J 3

R, = _2I_R= 2|2R=3_R
A+ givp.ti 4

En la figura 3 se indican las corrientes.

“ ! .
‘ - P __..’ A
1 Jn ‘ .
£ . -V
,—:"f /
— - -’ -
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35.- En el circuito de la figura inferior AB es un potenciometro de
resistencia total R y CD es una resistencia de carga de valor R. Si el
cursor del potencidometro se coloca en la mitad de éste y se aplica una
tensién Ug a la entrada, la tension de salida en la resistencia de carga es
Us. Ahora se duplica la tension de entrada pero se quiere mantener la de
salida y se pregunta como se ha de desplazar el cursor para lograrlo.

“---—--—----»
c
w

Cuando la tension de entrada es 2Ug, designamos con R; y R a las resistencias del
potenciémetro por encima y por debajo del cursor, como indica a figura 1.En la misma
figura se indican las intensidades de corriente, en el caso primero y en el segundo.

|

N
;

| R | —
| R/2 —m : iR A
: A ! ]
AR R
oo | 1
: l U ! 1 :
: I-m : > | Ji \ Us
: | : 'M ]
: | - :
v v l :
v I
Caso primero Fig.1 Caso segundo

De la figura 1 se deduce que R, y R se encuentran en paralelo, siendo, por tanto, su

resistencia equivalente igual a —2— .Esta resistencia equivalente esta en serie con
2
R1, luego la resistencia total es
R, R
RTZ = Rl + 2
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RR
En el caso primero: R1=R2=E = RT1=E+ 2 _SR
2 2 R 6
—+R
2
. S.
UE:|-RT1:€|R (1)

En la malla inferior mR—(i—m)§:0:> i=3m= US:mRzéR ()

Para el caso segundo: IR, + MR=2U.

En la malla inferior: IR-(I-M)R, =0=>M = SAEN US=MR:IRZR ©)
R+R, R+R,

En todo el circuito: 2U. =1-R, =l| R, + R,R (4)
R,+R

Combinado las ecuaciones (1) y (4)

2. 2R =[R2 R SR _(g g R R )
6 R,+R) 3 R, +R

Combinando las ecuaciones (2) y (3)

iR_ R,R

3 R, +R
De (5) y (6)

5|R2'R=|R—R2+R2'R = 4R2'R=R—R2
R, +R R,+R

(6)

Establecemos que R es una fraccion de R, esto es, R, =aR

2
R _R-R = 4R _Rl-0) = 4a=1-0
aR +R l+a

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

—41«2/16+4 s e

o’ +4a-1=0=0a=

La solucién valida del problemaes: R,=«a-R= (\/5 - Z)R
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36.- Dos cargas eléctricas puntuales, e iguales y del mismo signo, se
encuentran en reposo a una distancia L. Se dejan en libertad con
velocidad inicial nula y se determina que al cabo de un tiempo t; se
encuentran a una distancia 2 L. Si las mismas cargas estuviesen en
reposo a una distancia inicial 3L y se dejasen en libertad con velocidad
inicial cero, al cabo de un tiempo t, se encontrarian a una distancia 6L.
Calcular la relacién entre ambos tiempos.

En ambos caso las cargas se mueven debido a que cada una sufre la accion de una
fuerza de repulsion, cuya caracteristica es la de ser variable, pues varia con el inverso
del cuadrado de la distancia, y a medida que se alejan las cargas entre si la fuerza
disminuye.

Analicemos el primer caso

Inicialmente cada carga dista L/2 de un origen de coordenadas OX, dicho origen se ha
situado en el medio de las cargas. Al dejar dichas cargas en libertad, una se desplaza
hacia la derecha y otra a la izquierda Por simetria siempre tendran el mismo modulo de
velocidad y estaran a la misma distancia de O.

Cuando la distancia x a O sea x =L/2+L/2=L, la distancia entre las cargas es 2L.

Supongamos que la carga de la derecha se encuentra en un momento determinado a la
distancia x de O. En ese instante actuara sobre ella una fuerza de repulsion de valor

1 q°
dne, (2x)°
De acuerdo con la segunda ley de Newton

2 2
1 q° mdv_mdv dx_m dv :>J- 1 q

~ e 22 mv= —de:J'mvdv =
16me, X dt dx dt dx 16me, x

2 2
q (—lj:mv—wte (1)
16me, \ X 2

Segun el enunciado del problema cuando x=L/2 su velocidad es cero, por tanto

2 2
q (—Ejzae - v= |3 (E—EJ @)
léne, \ L léne, \L X
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Nota.- Esto se podria hacer por la ecuacion de la energia. W = AE , calculando el

trabajo realizado por la fuerza electrostatica desde la posicion inicial en la que v, = 0;
hasta la posicion x, en la que la velocidad es v.

jﬁ q idx=1mv2—0
51672'80 X2 2

Si analizamos el segundo caso, llegamos a la misma ecuacién (1), aunque ahora varia la
constante, ya que cuando x = 3L/2 la velocidad es cero

2 2
O (L2 cte = v= | (?i—lJ(Q
léne, | 3L léme, \3L X

Cuando x=(3L/2)+(3L/2) =3L, la distancia entre las cargas es 6L.

Por claridad, a partir de ahora, designamos a la velocidad en el primer caso por v; y
por v, en el segundo caso y a la variable x por X; y en el primer caso y X, en el segundo
caso.

Supongamos que para el caso 1 un cuerpo se desplazase con velocidad media constante
y recorriese la distancia L/2 en el tiempo t;.

L
E =V -1
Hagamos lo mismo para el caso 2.
3L
7 = Vm(z)tz
Dividiendo ambas ecuaciones
L
5 1 Vyot Vv
e R T
I 3 Vm(Z) t2 Vm(2)
2

La ecuacién (2) la aplicamos cuando x=x;=L, esto es, cuando la distancia entre las

cargas es 2L.
q> (2 1 q> 1
i(t) J16nao(L L 4ne, L

La ecuacién (3) la aplicamos cuando x=x,=3L, esto es, cuando la distancia entre las

cargas es 6L.
q> (2 1 q° 1
Vilt,) - R
16me, \3L 3L 4ne, 3L
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El cociente de estas velocidades instantaneas es:

2

@1

v, (t,) _ 16nme, L _f3
V,(t,) q° 1
1671:80.37L

Si escogiésemos para el primer caso cuando la carga ha recorrido la mitad del camino,
esto es, cuando x;=L/2+L/4=3L/4, la velocidad instantanea en ese lugar es:

v,(3L/4) = a° £E_ij— Q2
' 16me, \L 3L 16me, 3L

Si escogiésemos para el segundo caso cuando la carga ha recorrido la mitad del camino,
esto es, cuando x,=3L/2+3L/4=3L/4, la velocidad instantanea en ese lugar es:

v, (9L/4) = L (i_ij— a2
? 16me, \3L 9L 16me, 9L

El cociente entre esas velocidades instantaneas:

A (3 L/4) \/§

v, (9L/4)

Escogiendo cuando en cada caso la carga ha recorrido % o 1/8 o 1/16 de su camino el

cociente entre las velocidad instantdneas es /3, en consecuencia, también tienen que
guardar la misma proporcion las velocidades medias que aparecen en la ecuacion (4).

Vm
t,=3—"%t =3/3t1,

m(2)
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37.-Se conecta un motor eléctrico de corriente continua a una bateria de
fuerza electromotriz U y resistencia interna practicamente nula. La
resistencia del arrollamiento del inducido es R. ¢Para qué valor de la
intensidad de la corriente que atraviesa el devanado la potencia util del
motor sera maxima? ¢Cual es esa potencia y cual el rendimiento del
motor?

En el esquema de la figura se representa el motor con fuerza contraelectromotriz ¢, la
resistencia del arrollamiento y la fuente de tensién continua

y
e

ol

La potencia util del motor es:

P,y =el=(U-IR)I =UI-1°R

Como nos piden la potencia maxima, derivamos la potencia respecto de la intensidad e
igualamos a cero.

Pus _y_iR=0 = 1=L
di 2R

Sustituyendo en la ecuacién de la potencia util:

(Putil)maxima: 2R 4RZ 4R
El rendimiento
U2
poPw 4R _U _ U 1
Psuministrada U I 4| R 4 . E 2
2
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38.- Calcular la diferencia de potencial entre los extremos del
condensador C de la figura inferior

C

e
3

82T
] B
R R:

|
&1

Una vez que el condensador esté cargado, el circuito se reduce a dos mallas como indica
la figura 1.

Rz
._—MVVN”\——gA
/\7 3#
T VQ_
e
RZ

NI 3R,
il g
€,

Fig.1

Para las dos mallas tenemos las siguientes ecuaciones
(Il - |2)R2 +ILR, +£ =0 = I1(R1 + Rz)_ I,R,=-¢ ()
LR, —¢,

LR, +&,+(I,-1,)R,=0=1,(R,+R;)-I,R, =—¢, = 1, = R

Sustituyendo I, en la ecuacién (1).

LR, - R R
L(R,+R,)-12"°2. R — ¢ = ||R+R,-—2 |+-"272 _ ¢
R, +R, R, +R, R, +R,
_ [RiRFRIRHRRs | &R, Ilz—al(R2+R3)—ng2
R, +R, R, +R; R,R, +R,R; +R,R,

La diferencia de potencial entre A 'y B es la diferencia de potencial entre las armaduras
del condensador.



V, -

(R, +Ry R, +£,RR,
R,R, +R,R, +R,R,

V, -V, =¢, +1,R =¢,

V. = Sz(Rle +R;R; + RZRS)_SlRlRZ -& R R, —g,RR,

B R,R, +R,R; +R,R,

SZRS(Rl +R2)_81R1(R2 +R3)

V, - V. =
ATB R,R, +R,R, +R,R,

71
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39.-Cuatro cargas Q, g, Q, y g se unen mediante hilos de igual longitud
L, tal como se indica en la figura inferior

q
O
Qe B Q
O
q

Calcular el valor del angulo beta que forman los hilos.

En la figura 1 se indican las fuerzas sobre dos cargas y las tensiones en tres cuerdas.

Fig.1

Sobre la carga Q de la izquierda de la figura 1 acttan las fuerzas Fy, Fo, Fo, T Y T

2 2
F=k& -k . f-kX
D a1%cos? P L
2

Como Q esté en equilibrio se cumple:

2
F1+2F2cosE=2TcosE = KQ—WLZKQ—;qcosE:ZTcosE (1)
2 2 AL%c0s? P L 2 2
2

Sobre la carga q superior de la figura 1 actuan las fuerzas i, @2, @2, T y T y de la
figura 1 se deduce que los &ngulos o y /2 son complementarios



Como q esta en equilibrio se cumple:

2
g01+2q)zsen9=2TsenE = Kq—+2KQ—?senE:2TsenE
2 2 412sen? P L 2 2
2
De las ecuaciones (1) y (2) se deduce:

2 2 2 2

kK xRk 9 xR @ _ d
4L2cosgg L 4Lzsen32 L cos* P sen32

2
q
= tag3—:[—] = tag-
Q

2
(ﬂjB o B aco tag[ﬂ}
Q 2 Q

wWIN

(@)

=

73
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40.- Observe la figura inferior

RY  -Qr2
\ +Q
0 °
K5 S 3RE

R es el radio de una esfera cuyo centro esta alineado con las cargas.
Probar que el potencial eléctrico en dicha esfera es nulo. Se toma como
referencia de potenciales el infinito con valor del potencial nulo.

En al figura 1 se escoge un punto de la esfera que designamos con X

¥ ;
.18, A Fig.1
= ¢ .

De la figura 1 se deduce:

sene):%: h=Rsen6 ; OC=Rcos0 ; BC:OC—OBzRcose—%zR(cose—%j
AC=AB—BC:%—R(COSB—%}=R(Z—COSO)
AX =/n? + AC? =/R?sen’0+R2(2—cos0)* =R./5—4cos0
szmz\/stenze+R2(cose—%j2 ~R %—cose =§\/m

El potencial en el punto X es la suma algebraica de los potenciales creados por las dos
cargas

Q
1 2 N 1 Q 0
Arg, Zm 4ne, R+/5—4cosO

V, =
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41.- Un tranvia se desplaza con velocidad constante v por una via
horizontal y su motor consume una intensidad de 1,=100 A, siendo su
rendimiento 7 =0,9. Si el mismo tranvia y con la misma velocidad v, se
desplaza hacia abajo por una pendiente el motor no consume corriente.
Si el tranvia se desplaza por la misma pendiente hacia arriba consume
una intensidad I,. Determinar el valor de esta intensidad.

El rendimiento del motor depende de la intensidad eléctrica que
consuma.

Para resolver el problema hacemos las siguientes suposiciones: F representa una fuerza
que es necesario vencer para que el tranvia se desplace a velocidad v constante. Esto
supone que F es la misma tanto si sube una pendiente como si baja por ella o se
desplaza en horizontal. Admitimos que el motor tiene una resistencia global R y por
tanto la potencia que no se utiliza para mover el tranvia da lugar a unas perdidas de
energia calorifica en la citada resistencia.

Designamos con V la tension de la red eléctrica de donde el motor toma la corriente.
nVI,, es la potencia empleada para mover el tranvia con velocidad v por la via
horizontal

nVvl, =Fv (1)

(1—m)V1, , es la potencia disipada en la resistencia R.
@-nVL, =R = -nV=IR (2

Cuando baja por una pendiente de angulo a, el tranvia no consume energia eléctrica
debido a que la pérdida de energia potencial compensa el trabajo de la fuerza F, o lo
que es lo mismo la fuerza F es proporcionada por la componente del peso del tranvia

F = Mgsena (3)

Cuando sube la pendiente «, la intensidad de la corriente la designamos con I, y el
rendimiento del motor con n".

n V1, es la potencia eléctrica empleada para mover el tranvia a velocidad constante v y
para aumentar su energia potencial.

n'VI, =Fv+Mgsenav (4)
(I-m")V 1, es la potencia disipada en al resistencia R
@-nM, =R = @-n)V=1,R (5)

De las ecuaciones (2) y (5)
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-V _@-m)v _ 1,

I, I,

De las ecuaciones (1) , (3) , (4)
W VI, =uVI, +Fv=2pVI,

Sustituyendo en esta Ultima ecuacion el valor de n°

2 2
1—'—2(1—n) VI2:2nV11:>I2—|—2(1—n):2nI1:> 121, L +21 i oo
Il |1 1—T] 1—1]
2
=X |§—|21§—g+2-0,9-1801 =0 = 12-10001,+180000=0

La resolucion de la ecuacion de segundo grado conduce a dos soluciones 765 A 'y 236

A.
Los rendimientos para ambas intensidades son:

, 765 , 236
—1-—"2(1-0,9)=0,235 : n'=1--"""(1-0,9) = 0,764
n 100( ) n 100( )

Segun el planteamiento del problema la solucion razonable es escoger la intensidad que
dé mayor rendimiento.
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42.- En el circuito de la figura inferior cada uno de los seis
condensadores tiene una capacidad C, y el conjunto esta unido a una
fuente de corriente de tension U. Se pide la carga de cada condensador y
la capacidad equivalente del conjunto.

| 4
> 2 i P
U | W T—Zﬂi }i_{ '_L B
s[4 - T S
R D c

Asignamos un signo de carga a cada una de las armaduras de los condensadores., 1, 2,
4,5y 6 se asigna sin dificultad en funcién de la armadura que esta unida a la fuente. El
condensador 3 ofrece dudas y arbitrariamente se le asigna unos signos, aunque pueden
ser no correctos. Las cargas de cada uno de los condensadores se designan por qs,

J2,...9s-

En la figura 1 se indican los signos. Ademas hay dos lineas de trazos, una abarca las
armaduras de los condensadores 1, 3y 6 y la otra los condensadores 2, 3y 5.

Fig.1

Como esas partes estan aisladas podemos escribir las siguientes ecuaciones.

-0,-9;+0,=0 = qg;=-0,+0q; (1)
_q2+q3+q5:0 = 03=0Q,-0Qs (2)

Para la malla ABCD tenemos:
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= d; =0s—ds (3

q; . qs . g
VMP:El , VABZES , VNA:EZ

Ve =Vag ~Vja =0= -2 -—= =0 = d; =0, -0, (4)

De las ecuaciones (1) y (3) y de (2) y (4) resulta:

—Q;+0s =05 — Qs :>q1+QS:2q
6 =0Q,=0
d,-0;=0(,—-Q, :>q1+q5:2q2

De (3) y (4) resulta:

J; =0s —0s =05 0,
restando 0=09.-0,—-0,+Q, = 0, =0
0; =0, 40,

Sumando (1) y (4)

0; =-0;+Q0s =—Q, +(
2 sumando 2q,=0= q,=0

0;=0,—-0Q,

Sig3=0, entonces q:1=Qs Y 02=0s, Se deduce que los condensadores 1,2 5y 6 tienen la
misma carga y la designamos con g.

De la figura 1 se deduce que

Uz%“y Vs + Vo = 2+%5=U = d,=0,+0s =2q

oL

Dado que g3 =0, el circuito del problema es como si no existiese el condensador 3 y por
tanto PAB es un unico punto. En la figura 2 A se indica como queda el circuito. Los
condensadores 5 y 6 estan en paralelo y se pueden sustituir por el 7 de capacidad 2C
(fig.2B)EI jy el 2 se sustituyen por el 8 de capacidad 2C ( fig 2C) EI 7 y el 8 por el 9
con capacidad C ( fig 2D). Finalmente 4 y 9 estan en paralelo y se pueden sustituir por
un condensador de capacidad 2C ( fig 2E).
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El circuito del enunciado tiene su equivalente en un Gnico condensador de capacidad
2C.
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43.- A una fuente de corriente continua de resistencia interna R, se unen
tres resistencias iguales R, las cuales forman el esquema de la figura.
Determinar para qué valor de R la potencia disipada en el conjunto de las
tres resistencias es la maxima.

AR R - R
iliB—l 3 5
IV, RO

El conjunto de las tres resistencias puede ser reemplazado por una sola resistencia. Para
ello tenemos en cuenta que los puntos Ay C estan al mismo potencial y que los puntos
B y D tienen el mismo potencial. Por tanto es posible reemplazar el circuito de la figura
superior por el de la figural

B,D

ACL 5
Fig.1

La resistencia equivalente al conjunto de las tres es R/3.

Aplicamos la ley de Ohm al circuito,

2
-—Y S p_p R [V R
R+R, 3 (R+R,) 3

Para obtener la condicion de potencia maxima derivamos P respecto de R e igualamos a
cero

(R jz 1 R [R . j 1
LA T IR W B ,
P _yel3 3 3 \3 3 _ :>5+O —ERE+R0 =0 =
dR (R ]4 3
—+R,
3
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44.-El modelo de Thomson para el &tomo de hidrégeno es una esfera de
radio R con carga positiva uniformemente distribuida sobre dicha esfera,
en el centro de ella se encuentra un electron. En conjunto el 4&tomo es
neutro. Calcular el valor de R si la energia minima que hay que
comunicar al electron para arrancarlo del atomo y llevarlo al infinito
vale W,

Datos: carga del electrén e= 1,6.10™ C, W=13,6 eV

En principio suponemos que el electron se encuentra en el infinito y que existe una
esfera de radio R uniformemente cargada positivamente. Acercamos el electron hasta la
superficie de la esfera de radio R, lo cual nos supondré un trabajo que designamos por
W;. Posteriormente introducimos el electrén en la esfera hasta dejarlo en el centro de
ella, lo cual supondra un trabajo W5 .

Debemos tener en cuenta que el potencial eléctrico en el infinito es nulo y que el trabajo
eléctrico es igual a

V,

Ilegada)

w=q(V

partida

Calculamos el campo en la superficie de la esfera de radio R, para ello utilizamos el
teorema de Gauss

[Es-f o -8
€ S 4mnegR

A partir del valor del campo calculamos el potencial en la superficie

0

e = o Ly, =jLi2dR & 1t
drR 4ne, R 4ne, R
Cuando R es infinito el potencial es cero, por lo que resulta:
VL
4ne, R

El trabajo para llevar el electron desde el infinito hasta la superficie de la esfera de radio

R vale:
2
W,=g0o-—° |=—_°
4ne, R 4ne, R

(o]
El signo negativo indica que es un trabajo que se hace desde el exterior contra las
fuerzas del campo.

Vamos a calcular el campo en el interior de la esfera de radio R. Para ello aplicamos el
teorema de Gauss a una esfera concéntrica de radio r<R

g es la carga que existe en el interior de la esfera de radio r.
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Teniendo en cuenta que la esfera de radio R tiene la carga e uniformemente distribuida,

la densidad volumétrica de carga es:

y la carga de la esfera de radio r

—nR?3
3

N
3

P
B3

3

=e
4
—nR?®
3
El campo en el interior de la esfera de radio r es:
r.3
1 e? e r

E, = __& T
! r*  4neg, R®

dne,

Ahora calculamos el potencial en el interior de la esfera de radio R.

2

er
dr = 3+Cte

4ne, R® 8ne, R

g —-Mo v o[
dr

Para determinar la constante tenemos en cuenta que cuando r=R el potencial es:
e

Vg=——
4ne, R
R2
& _° ;+Cte = Cte=- 3¢
4ne, R 8meg, R 8ne, R
er? 3e 3e er’
= T =V, = - 3
8ne, R® 8me R 8neg, R 8meg, R

El potencial en el centro de la esfera se obtiene haciendo r=0 en la ecuacion anterior:

3e
centro: 87[80 R

El trabajo W5, para llevar el electron desde la superficie al centro de la esfera de radio R

€es.
e 3e e? 32
W2 =€ (Vpaﬂida - Vllegada) =€ 4 — - _
ng, R\ 8mgy R 4ne, R 8megy R

Trabajo total.

e e 3 3
4ne, R 4ne, R 8mg R 8ne, R

W, =W, +W, =

El signo negativo indica que es un trabajo que se debe realizar desde el exterior:

3¢’ _ 3e? 3-(1,6.10%)

= = = =1,6.10""m
8ne, R 4ne, W 8n8,85.10"°-13,6-1,6.10™"°
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45.-Dos anillos finos de alambre tienen el mismo radio R, estan uno
frente al otro, de modo que tienen el mismo eje. La carga de uno es +q y
la del otro —q. a) Calcular la diferencia de potencial que existen entre los
centros de los anillos. b) Calcular el campo en el eje del anillo cuando a
=R=1m

a) Designamos a los anillos con A 'y B. El potencial en el centro del anillo A se debe al
potencial que crea en ese punto su carga +q y que llamamos V aa, Mas el potencial que
crea la carga del otro anillo —q y que denominamos Vga.
Recordemos que el potencial creado por una carga puntual Q a una distancia d, esta
dado por la expresion
__1.Q
4ne, d

En el anillo A la carga esta distribuida de forma uniforme por todo el anillo siendo su
densidad lineal

-
27R

Si consideremos un trocito del anillo de longitud dl tendré una carga

dg =rdl=—3_ql
2nR

9 g
, . . 1 2=zR .
Y creara en el centro del anillo, un potencial dV,, = . El potencial

4ne, R
creado por todo el anillo se obtiene integrando la anterior ecuacion:

El potencial creado por el anillo B en el centro de A

dg= (-g/2zR)dl

a Fig.1

VBA=I 1 -qdl 1_ 1 -qg Zﬁu q

4ne, 2=nR Y 47ts 2nR «/a _,_RZ dne, \Ja? + R?
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El potencial en A es la suma de los dos potenciales

q 1

_ @ _aft 1
dne, 4me, /a2 +R? 471:80(R ,/a2+R2J

V, =

El potencial en B es:

1

q 1
Vyg=——| -
47'[80 R va2+R2

La diferencia de potencial

v v a(ft 1+ 1 1 | 9qft 1
" dne (R Ja24R? R Ja?+R?) 2me, R Ja? 4+R?

b) En la figura 2 se ha representado el campo creado por un trocito del anillo A de carga
dq, situado en 1, y otro trocito del anillo B con carga —dq.

_dq
dEg
P B
dEa
2
X a-x
Fig.2

Si escogemos otro elemento del anillo A situado en 2 crearia un campo que sumado
con el de 1 nos daria que la componente vertical se anula y la horizontal se suma. El
razonamiento es valido para el anillo B.

1 dq 1 dg dqg
dE, = — dE = —-C0sH = —-R
A 4me, X2 = (@), e, X? dng, X° -
1 ZquI 1 R
T
:(EA)X :_[ R= :
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1 dq 1 dq 1 dq
dE = (dE = —CcoSa = —R>
B ( B)x 4rne, Y? * 4ne, Y*

1 ZquI 1 R
(EB =_[ n ‘R q

e fawpartf 4T [aoxp sRe

El campo en P es la suma de los dos anteriores

La ecuacion anterior para a=R=1 mes:

- ! + k ! +

1 ) 1
4me, (x2 +1)g [(1—x)2 +1F (x2 +1)g [(1—x)2 +1F

Sien la ecuacion damos valores a x y representamos E/k obtenemos una vision de cdémo
es el campo.

E/k

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x/m

Alrededor de la posicion x=0,5 m el campo es practicamente constante desde x=0,3 m a
x=0,7 m.
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46.-Dos masas iguales m=10"° kg con la misma carga Q =1 xC estan
apoyadas sobre un suelo horizontal a una distancia D =1 m. Ambas
masas se mantienen en reposo. Posteriormente se dejan en libertad;
sabiendo que el coeficiente de rozamiento de las mencionadas masas con
el suelo es ©=0,1, se pide a) La distancia que recorrerd cada una de las
masas hasta que se paran b) La ecuacién de la velocidad de las masas c)
El valor numérico de la velocidad maxima durante el movimiento.

d) La gréfica de la velocidad frente a la distancia recorrida

Datos g=10 m/s® ; &=8,85.10"* N* m*C?

a) Cuando las masas se dejan en libertad se desplazan alejandose entre si. Inicialmente
las dos masas, debido a sus cargas, poseen energia potencial eléctrica, la cual disminuye
a medida que se alejan, pero durante el movimiento existe una fuerza de rozamiento que
realiza un trabajo disipativo. Un balance de energia nos dice que las masas se pararan
cuando la pérdida de energia potencial eléctrica sea igual al trabajo de las fuerzas de
rozamiento.

Designamos con z a la distancia que recorre cada una de las masas hasta que se paran.
El balance de energia es el siguiente:

2 2 2
1 Q___l Q =umg-2z = Q i— ! =umg-2z =
4ne, D 4ne, D+2z 4ne, \D D+2z
2 2
= Q 22 :2Z:>Q—:D+223
4ne,umg| D(D+22) 4me pmgD
2 -12
:}Z:Q——B = 7= 73-20 ) —1:4'0m
8me,umgD 2 8m8,85.107°-0,1-10°-10-1 2

b) Designamos con x<z la distancia recorrida por cada una de las masas. La distancia
entre ambas masas es D+2x Yy las fuerzas que actlan sobre una de las masas es la fuerza
de repulsion eléctrica y la fuerza de rozamiento, ambas con la misma direccion y
sentido contrario. Aplicamos la segunda ley de Newton

1 Q? dv dx dv
~—pmg=ma=m-—=m-—=mv — =
4ne, (D+2x)

dt dt dx

:>I 1 Q’ dx—jugdx:jvdv
4ne, (D+2x)'m

Para resolver la primera integral hacemos el siguiente cambio de variable: D+2x=a
Y por tanto 2 dx =da
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I 1 Q1
4ns m 4ns m 2a  4me,m 2(D+2x)
2 2
. ! —pgx=V—+Cte:>
4me,m 2(D+2x) 2

Cuando x =0, la velocidad es cero

2 2 2 2
Q L —O+Cte:>v—: e 1 9
47e,m 2D 2 4ng,m 2D 4me,m 2(D+2x)

2 -12
V= Q i1 —2ugX => V= 10 =D 3(1— 1 j—2-0,1~10x
dne,m\( D D+2x 4718.85.10710 1+2x

1+2x -1 16X — 4x2
1+ 2x 1+ 2x

c) Para hallar la velocidad maxima derivamos v con respecto x e igualamos a cero

—pgx =

(L+2x)- (16 - 8x) - (16x — 4x?)- 2

2
d_V: (1L+2x) =0 =16-8x+32x-16x*—-32x+8x* =0 =

dx 2/16x—4x2
1+ 2x
— . 2
16-8x—-8x>=0 = X’+X-2=0= x=1m= V:W/M:ZE
1+2.1 S

d)

2,5

vims?

0,5 \

0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45

x/m
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47.-Un motor eléctrico de corriente continua se conect6 a una tension U.
La resistencia del inducido del anillo es R. Si la potencia del motor es la
maxima posible, indicar a) cual es la intensidad que atraviesa el
devanado b) el valor de la potencia méaximay c) el rendimiento del motor.

a) Designamos en general por i la intensidad que atraviesa el devanado del motor para
una potencia cualquiera del motor.

Ui es la potencia suministrada al circuito por la tensién, €i la potencia desarrollada en el
motor, i’R la potencia que se desarrolla en el devanado debido al efecto Joule.

Segun el principio de conservacion de la energia
Ui=el+i’R = ¢i = Ui—i’R

Como la potencia i ha de ser la maxima posible, derivamos i con respecto a i e
igualamos a cero

98l gir=0=iz="
2R

di

b) Potencia maxima

2 2 2
P —gi—Ui—ilR=2 _ Y g_UY

max 2R 4R? 4R
¢) Rendimiento
U2
_ei_ 4R 1
ui 4 U 2
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48.- Una particula alfa (Z=2, A = 4)( posee una energia de 0,40 MeV y se
dirige frontalmente contra un nucleo pesado de plomo ( Z=82) que se
encuentra en reposo. a) Determinar la distancia minima a la que se
acerca la particula alfa a dicho nacleo. b) Realizar el mismo calculo si la
particula se acerca frontalmente a un nucleo ligero de Litio ( Z = 3,

A=T). Dato:

a) Una suposicion razonable es considerar que el nacleo pesado de plomo, aunque se le
acerca la particula alfa, permanece en reposo. Con este supuesto, la particula alfa al
irse acercando al nucleo de plomo pierde energia cinética que aparece en forma de
energia potencial eléctrica.

-19 -19
E, = %M —0,40.10°-1,6.10 =g 100 21010~ 82161077

0

. 9.10°-2-1,6.107°-82

040 10° =59.10"m=0,59pm

b) Cuando la particula alfa se encuentra muy lejos del nucleo de litio posee una
velocidad que designamos con v,. Al irse acercando al ndcleo de litio pierde velocidad
y el nucleo de litio la gana, asi que llegara un momento en que ambas velocidades se
igualen, llamamos v a esta velocidad, cuando esto ocurre la distancia entre la particula
alfa y el ndcleo de litio es la minima.

Aplicamos los principios de conservacion de la energia y de la cantidad de movimiento

2 mavo
“myvi=———2e 2 (m o+m Vs my, =(m, +m V= v—2 0 =
2 4ne, r 2 m,+my;

1 1 m ?
. v
=-m,: = 9uui , (m, +m, e =
dne, r m,+m;
2 2
1, 1 g0, 1(myv,) 1 g0, 1, 1(myv,)
= IomVE = SR o S R =T v e ()
dne, r 2m,+my; 4re, r 2 2m,+my;

Llevando lolas ecuaciones anteriores a (1) resulta:



1L2EC = Ec[l_LJ = EC[—'

2m, +my;

qaqLi — _
r C

qaqLi

dne, -Ec[m

. 9.10°-2-1,6.107%°-3-1,6.10*°
_ My 0,40.10° ~1,6.1019(7)
o + mLi 4+7

90

=3,4.10"m =0,034pm
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49.-Dos cargas puntuales +q y —q estan situadas sobre el eje X, la positiva
con x=-L y la negativa con x=+L. Un circulo de radio R tiene su centro
en el origen de coordenadas y esta situado en el plano YZ. Se pide el flujo
eléctrico que atraviesa el mencionado circulo.

Por definicidn el flujo eléctrico que atraviesa una superficie es:

®, = [EdS
En la figura 1 esta representado el circulo de radio R. EI campo eléctrico varia de unos
puntos a otros del circulo, por ello se ha tomado, a una distancia x, un anillo circular de

espesor dx. Todos los puntos de ese anillo estan a la misma distancia de las cargas y por
tanto en todos ellos existe el mismo campo eléctrico.

‘,—-
T: L) ?
’ |
e |
-5 |
. I
ax /
! ) ! 3 \// ;' ‘-.?A(.- - —
o P R
/
’ \\_ _—’,'

Fig.1

En la figura 1 se observan los campos que crean las dos cargas y se deduce que las
componentes sobre el eje X se suman mientras que las que estan sobre el eje Y se
anulan.

E,.(+q) = a -Cosa = ! g . L ;
x dne, (L2+x?) Cdme, (P4+X7) 2 ex?
1 q 1 q L
E.(-q) = . = .
<9 4ue, (L2 +x?) cose 4me, (L2 +x%) L+x
1 gL
B = 3

2ne, (L2 +x2)5

E 1 es perpendicular al anillo. La integral del flujo resulta ser:



R R R
d
®E=IET(X)'2nXdX=I L g 2nXdX=%I X ax
0 0278 (L2 +x2)2 %o O(L2 +x2)5
Para resolver la integral hacemos el cambio de variable
L’ +x*=a® = xdx=ada
ada 17 1 1 1
J. 3 = — = — = > -
o @ alo L?+x* ], L JL2+R

92
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50.-En el circuito de la figura el conmutador electrénico K realiza N
ciclos por segundo entre a y b. Cuando dicho conmutador estd en la
posicion a, el condensador se encuentra completamente cargado y
cuando esta en b se descarga totalmente. Calcular la relacion entre la
potencia disipada en la resistencia R y la potencia suministrada por la
pila.

VVeamos en primer lugar como funciona el circuito. Cuando K hace contacto con a, la
pila carga el condensador, de modo que éste en el instante inicial tiene carga cero y al
cabo de un tiempo At se carga completamente siendo Q la carga de una de sus
armaduras. Mientras se carga el condensador la intensidad que recorre la resistencia R la
designamos con 1, siendo | variable. Esta misma intensidad pasa por la pila.

Cuando a continuacién el conmutador pasa a la posicion b, la pila queda desconectada
del condensador, y entonces el condensador se descarga a través de la resistencia R.

En el instante en que circula la intensidad | resulta que:
V. +IR=V,, =¢-Ir

Siendo V¢ la caida de tension entre las armaduras del condensador. En el instante inicial
V¢ es cero, pero a medida que transcurre el tiempo V¢ aumenta y llegara un momento
en que Vc= g, entonces el condensador se ha cargado completamente con una carga
Q, y laintensidad de la corriente es nula.

La carga Q ha pasado por la pila por lo que ésta ha dado al circuito una energia
W=Qe¢ en cada ciclo. El condensador almacena en cada ciclo una energia

Q

WC:%CaZ.Teniendo en cuenta que C=—= = W =Qse=Cse?, por tanto, la mitad de
€

la energia suministrada por la pila se la lleva el condensador y la otra mitad es energia
térmica que se disipa en la resistencia R y en la interna r de la pila. Como por la pila 'y
por R pasa la misma intensidad de corriente y durante el mismo tiempo, las energias
guardan la relacion
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Cuando el conmutador K pasa a b, la energia almacenada en el condensador pasa a la
resistencia R, la energia en R y en un ciclo es:

Ce’R 1., Cg? ( R j Ce? [ZR + rj
= € +1|=
2(R+r1) 2 2 \R+r 2 UR+r

Si se verifican N ciclos por segundo la potencia suministrada por la pila esP.=N Qe y
la potencia consumida en la resistencia R es: Pr

NCSZ(ZR-H’ Ce’ (2R +r
P 2 LR+t 2 \R+r ) 2R+r

R =
Pe NQe Ce’ 2(R+r)
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51.-Entre las armaduras de un condensador plano se coloca un
dieléctrico que tiene la propiedad de que su constante dieléctrica varia
linealmente entre los valores & y & siendo &> g. Determinar la
capacidad de este condensador.

Designamos con q a la carga y con S la superficie de una armadura del condensador. El
desplazamiento eléctrico es igual a:
D=

=0

wmla

D esté ligado a las cargas libres.

En la figura consideramos una seccion del dieléctrico AB, que dista x de la armadura
izquierda y que tiene un espesor dx ; d es la distancia entre las armaduras del
condensador, ex es la constante dieléctrica de AB.

<->%

X

Teniendo en cuenta que D esta ligado a las cargas libres, escribimos

D=¢eye,Exy=— = E; =

m|L

La diferencia de potencia entre Ay B es:

dV,, =E,dx = —3 dx
Seye

0

Dado que la constante dieléctrica varia linealmente con la distancia podemos escribir:

€278 _Ex & — ¢ :(82_81))(
d X % d

+&;

Sustituyendo en la ecuacién anterior



dV,, = Edx = q dx=v,, -4 1
Se (82_81))(+8 Sg, &,-¢
o] d 1

In 2

Vs -9 d [In(a2 -g +81)—|n81]=q—d- ©

Se, €,—¢ Se, €,—¢

La capacidad del condensador es:

C_ q — qd _S(C'o (82 81)
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52.- Una delgada barra recta de longitud 2a posee una carga distribuida
uniformemente de valor g. Se pide el campo eléctrico creado por dicha
barra en los puntos P y P* que distan del centro de la barra la distancia r.
P se encuentra en la recta perpendicular al centro de la barra y P” en el
eje de la barra, siendo r>a.

En la figura 1 se indica la posicion de P.

t
rl 5
o | 7
"-'h':l)’ L % 74
2 o~
' : de
‘AWL g ok 7 ’__,-3?4-:"..“'.‘: — T
o il e TaE £=
—
' 1 [ oL 2
a * ‘L ¥
1y

Fig.1

Sobre la barra se elige un elemento de longitud dl situado a una distancia | del centro de

la barra que posee una carga Zidl Este elemento crea en P un campo
a

q

—dl

dE-_ L 2
4ne, X

cuyas componentes son : dEcosa. ; —dEsena. Como sobre la barra se puede escoger
otro elemento dl simétrico del anterior que origina un campo cuyas componentes
sondEcosa ; dEsena , se deduce que solamente hemos de considerar la componente
sobre el je X, esto es, la componente horizontal. Empleando médulos llegamos a

q cosa

4ne, 2a Xx°

dE, =dEcosa = dl

En la ecuacion anterior existen tres variable, a saber, I, X y a.,las cuales estan
relacionada entre si , por lo que la ecuacion anterior la transformamos para que sélo
quede en funcion de a.

De la figura 1 se deduce:
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r r
do ; X =

l|=rtago = dl=—:37
cos“a. cosa

Llevamos estas relaciones a la ecuacion del campo

al
dE, = 1 icoga rdg = Ey = 1 9 cosa da =
4me, 2a r° cos‘a dme, 2ar -,
cos’a
E, = ! 9 (sena, —sena, ) = 1 g a8
47'[80 2ar 47[80 2ar a2 +r2 az +r2
E, = 9

4re rva’ +r?

En la figura 2 se representa la posicion de P”, en el eje de la barra y el campo creado por
el elemento de corriente de longitud dx

—

& :

> '
a3 -

Fig.2
Y H ™~
!
a.l
B
El campo creado por ese elemento de carga es:
r+a
dne, 2a X dne, 2a X" 4me,2a\ r+a r-a

E_ 1 q(—r+a+r+a] 1 q

_4n80£ (r—a) =47:80 (r-a)
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53.-En el circuito de la figura inferior los dos condensadores tienen la
misma capacidad C y la bobina tiene un coeficiente de autoinduccion L.
No hay resistencia 6hmica en el circuito. EI condensador 1 se carga con
una diferencia de potencial &, el 2 esta descargado.

Determinar. a) La intensidad que circula por el circuito en régimen
estacionario. b) Las ecuaciones de las cargas de los condensadores frente
al tiempo.c) SiC=1uF, L=0,1 H, &100V dibujar la gréafica intensidad
frente al tiempo y la gréfica de la carga de los condensadores frente al
tiempo . Calcular el tiempo que transcurre desde que el condensador 1
esta completamente cargado hasta que su carga se reduce a la mitad.

a) El circuito es oscilante 'y su periodo es igual a T =2rn,/LC. :ZnW/L%. La

intensidad en régimen estacionario es armonica

2
I:Imsenmtzlmsen?nt

La carga inicial del condensador 1 es igual a g; = Ce.
En un determinado instante la carga del condensador 2 es q, la del condensador 1 gi-g
y la intensidad instantanea I.

Al no haber resistencia 6hmica no hay pérdidas de energia calorifica y podemos escribir

que la energia reinicial del condensador 1 esta ahora repartida en la autoinduccién y en
los dos condensadores.

2 _ 2 2 2 _(q. _ 2 2 q. —2q2
KT P i P M. RN Tl T ) PR 2 1 PR O
2C " 2 2C2C LC LC

Para calcular la intensidad maxima derivamos | con respecto a (g, e igualamos a cero.

dl 29, —4q, B

dg, 5 [20,9, - 24;
LC

Llevamos esta condicion a la ecuacién de la intensidad

0 = qzzq_zi
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! q2 C282
=\/2|_c: =\/2|_c:

C2e2  2m, |C2é? 2m C?¢? J2
I = oLC -sen?t: SLC -sen X t= 2L -sen\/L_Ct (2)
27n

b) Igualamos la ecuacion (1) y (2)

2.2 _ on?2 2.2 a. _ 202
Ce? V2 . [200,-2q; _ C%e" . N2 200,207
2LC JLC LC 2LC JLC LC

2 .2
qii\/q?—4-c ® .sen? V2 t

2 2 ! 4 LLC
:qﬁ—qiq2+c—g-sen2 V2 t=0=q, = =
4 JLC 2

2
qii\/qiz—4~q£‘1-sen2 \/_Lict q|i\/q|2'(1'sen2 \/E tJ qi(liCOS \/E tJ

b2 = 2 - 2 - 2

Para t=0 la carga del condensador 2 es nula, por tanto, en la ecuacion anterior
escogemos el signo negativo

q, =2 1—cos£t — 0,=q,-q, =0, -0 1—cos£t . 1+cos£t
2 JLC 2 JLC 2 JLC

c) Sustituimos en (2) los valores numéricos

6 \2 2
|=\/(10 6) '(102) sen V2 =0,22sen 4472t A

2-0,1-10°° /0,1-10°°

Dando valores a t se obtiene la siguiente gréafica.
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0,15
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\

A\

A\ /
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\ /

\ J
x| £
N

0,002

Sustituimos los valores numéricos en g Y Qa.

g, =10"°.10>=10" =100uC = q, =50{1+ cos

Dando valores a t se obtiene la siguiente grafica

q, = 50[1— cos

2
Jcc

2
Jcc

t} =50(1- cos4472t)uC

120

100

80

i

60

/ N

40

20

carga condensadores en microC

-20

0,0

D05 0,901 0,0p15

0,0

02

tiempo/s

Cuando los dos condensadores tienen la misma carga es que el 1 la ha reducido a la

mitad

101

tJ =50(1+ cos4472t)uC
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1+cos—— ﬁ t=1-cos— \/E = 2008 — ﬁ :>£t=£:>
JLc Jic' Jic "7 2

_n/LC  m/0,1.10°°
242 242

=0,00035s




103

54.-Calcular la diferencia de potencial entre los puntos A y B del circuito
de la figura inferior.

A
Cl CZ
M ® N
Cs B Cy
+
|
e

Establecer la condicion para que la diferencia de potencial V-Vg sea
nula.

Teniendo en cuenta los signos de la bateria podemos asignar a cada condensador el
signo de las cargas de sus armaduras.

-1+ A -1
Cl C2
e A1+
M ® N
C, B Cs
+
ol |
e

Designamos con g1, 02, g3 Y g4 la carga de cada condensador. La linea de puntos entre
los condensadores 1y 2 nos indica que la suma de las cargas es nula, esto es, qi1=05.
Analogamente para los condensadores 3y 4, g3=Qa.

Vi Vi = 5V -Va = @5 V-V = @5 V-V -2 @)

Cl 2 3 4
. _ _ % _ s . . _ _q, _ g,
De (1) y (3) resulta: V, —V; =———; De(2)y (4) resulta:V, —Vy =—-—*=
C, G C, 2
De (1) y(2)
VRV L P . P o/ o7) S <A\ S
C, C, C, C, C.C, C,+C,

De (3) y (4)
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C C.C
VN_Vqu_3+q_4=8:>q_3+q_3=8:>—q3(C3+ 4)=8:>q3= 4 ¢g=q,
C, C, c, C, Cc,C, C,+C,
C1Cz e C3C4 g
V. —V. = a, _q3 _ C1+C2 . C3+C4 _ Cz _ C4 _ C203_01C4
A B™ ~  ~ =& =&
Cl Cs Cl Cs C1+C2 C3+C4 (C1+C2)(C3+C4)

Para que Va-Vpg sea cero debe serlo el numerador de la ecuacién anterior

C,C,=C.C, = %:%
2 4



