1.- Una plataforma circular de masa M = 360 kg y radio R puede girar
libremente alrededor de un eje perpendicular que pasa por su centro. En
el instante t=0, dos personas cada una de masa m = 60 kg se encuentran
situadas en sendos extremos de un diametro de la plataforma. Ambas
personas y la plataforma estan en reposo en el instante t=0. Si ambas
personas se desplazan en el mismo sentido que avanzan las agujas de un
reloj con velocidad constante, cuando hayan recorrido una vuelta
completa respecto de la plataforma, determinar el angulo que han girado
respecto de un observador inercial que esta fuera de la plataforma.

El sistema plataforma-personas constituye un sistema aislado, y ello conlleva que el
momento angular se conserve. Si las personas se desplazan en el sentido de las agujas
del reloj la plataforma debe girar en sentido contrario para que el momento angular total
sea nulo, tal como lo era en el instante t=0.

Designamos con ® la velocidad angular de rotacion de la plataforma respecto del
sistema inercial exterior y v la velocidad lineal de las personas respecto del mismo
sistema. La velocidad v de las personas es igual a

V=OJpR

Siendo , la velocidad angular de las personas respecto del observador inercial.

La conservacion del momento angular establece que

- R2@

2m Row R =
P dt 2 dt

Si el angulo girado por la plataforma es —f3, las personas deben haber girado una vuelta
mas beta, a=21+f3

360
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2.- La densidad de un planeta, de radio R, depende de su distancia al
centro del mismo segun la ecuacion

p=po—kr

Siendo r la distancia desde el centro del planeta al punto considerado. El
valor en la superficie del planeta es Y del valor mdximo de la
densidad.; A qué distancia del centro del planeta la intensidad del campo
gravitatorio es mdxima?

La densidad méaxima es p, y ocurre cuando r = 0,. Cuando r =R la densidad es un cuarto

de p,
1 3p 3p
—p. =p,—kR = k=22 = =p ———r
4P = Po 4 R P=Po™YR

La intensidad del campo gravitatorio a una distancia r del centro del planeta vale

GM
& ="
r

Siendo M la masa comprendida en una esfera de radio r. Consideramos una capa
esférica de radio 1 y espesor dl, siendo r>1 , la masa de esa capa esférica es

3p
dM =dV *p, =4x 1°dl* ———1
pl (po 4 R j

Para hallar la masa M hemos de integrar la anterior expresion entre cero y r

M= (})47: 12(,)0 —%%01}11 =4n p é—%%%
El campo gravitatorio es:
Amsp‘)r}‘i“m; 4. 3
N i

Para hallar la distancia r a la cual el valor de la intensidad del campo gravitatorio es un
maximo, derivamos la expresion anterior con respecto a r e igualamos a cero

%=ano 43 =0 = 4 3rR = r=§R
dr 3 2R 9



3.- En un contenedor se mantiene la altura del agua constante H. Por un
orificio situado a una altura H/3 surge el agua, la cual alcanza una
cierta distancia del contenedor. Se pide a que altura se debe practicar un
orificio igual para que el agua alcance la misma distancia del
contenedor.

De acuerdo con el teorema de Torricelli la velocidad de salida del agua esta dada por la
ecuacion

v =.,/2gh
Siendo h la altura desde el centro del orificio a la superficie libre del liquido. Si
aplicamos esta ecuacion al primer orificio tenemos

Las ecuaciones del chorro de agua en el aire son:

Hg 1 I,
Xx=vt=2.|—t ; =—H-—gt
V73 T3R8

Cuando y=0, el alcance del chorro es:
oclp-lye o o[ _,[Hs [2H_2VH
3 2 3g 3\ 3g 3

Designamos con h la altura del otro agujero respecto del suelo y como ha de alcanzar la
misma distancia, podemos escribir

—2\/3EI{=V"[;1 :>—2\/35H= 2¢(H-h), ; yzozh—%g(t;)z

De ambas ecuaciones

2 2
N%:J@(H—h) /&: 81; =2(H-hR2h = = Hh-h’
g
Resolviendo la ecuacion de segundo grado
2
He m2 oS00 g ) i

2 2 3 3



4.- Un bloque de peso P se encuentra en reposo sobre un suelo
horizontal, siendo el coeficiente de rozamiento estatico . Sobre el bloque
se aplica una fuerza F que puede formar con la horizontal cualquier
angulo agudo p. Calcular la fuerza minima que se precisa para iniciar el
movimiento del bloque y el valor del angulo.

El diagrama de fuerzas que actua sobre el bloque es el siguiente:

P=N+Fsen 3 —» N =P —Fsen 3

N
T /BT'F Fcos B=u N

FR:MI\; l Fcos = (P-Fsen B) ;
P F(cos B+usen B)=p P
o

- cosP +p senf

Para calcular el valor minimo de F derivamos F con respecto a la variable B e igualamos
a cero.

dar P( — senp + peosp J =0 = -senf+pucosp = tagf=p

dp (cosB + psenp)’
2 2 2 1 1 1
sen‘B+cosPp=1 = tagP+l=—7- = cosP= =
cos™P Jl+tag’B  1+p
sen’f+cos’p =1 :>l+t;2:;2:> senf = ! = ! - MK -
ag’fp senP \/“_ 12 \/1+12 \/1+u
tag”p H
Sustituyendo en la ecuacion (1)
F - uP _uP
min 1 /—1+u2




5.- Desde un terreno plano que forma con la direccion horizontal un
dangulo o, se lanza un cuerpo verticalmente hacia arriba formando la
direccion de la velocidad inicial un dngulo [ con la horizontal. A)
Calcular el valor de [ para que el cuerpo permanezca en el aire el mayor
tiempo posible b) Lo mismo para que el alcance sea el mayor posible.

a) Las ecuaciones del movimiento del cuerpo en el sistema de referencia que se indican

Y

e e

en la figura son:

X =V, (cos )t

y =V, (sen fB) t-%gt2

Supongamos que cuando e1 iempo t es el mayor posiole el impacto del cuerpo con el
suelo tiene de coordenadas x, € -y, , ambas coordenadas relacionadas por

-Ya = Xa tag o

X, =v,(cosp)t ; 'y, =-x, taga="v, (senB)t—%gt2 =

= -V, (cosB)t tago = v (senB)t —%gt2 = t= 2V, (senB + taga cosB)
g

El tiempo mayor posible ha de cumplir que su derivada con respecto a 3 sea cero

[

2 - —_—
dat_2v (005[3 — taga senB) =0 = taga*tagf=1 tagp = 1
B g taga

Los angulos complementarios tienen el seno de uno igual al coseno del otro y viceversa,
por tanto, sus tangentes cumplen la relacion anterior, lo que quiere decir

B+a=90°



b) Para buscar la condicion de alcance méaximo la forma de operar es semejante a la

anterior
-Ym = Xm tag o
1 5
Xm =V, (COSB)t 5 Ym =X, aga=v, (senB)t —Egt =
2
= —X,tago =v (Senﬁ)x—m —lg ol = —tago = tagf L. =
" ° v,cosp 27 v cosp 27 vicos’B

2 2
2Xm 0 %(taga +tagh) = x, = Yo (taga cos’p + tagP cosz[}) =
v.cos B g g

2 2
=X, = Yo (taga cos’P +senf cosB)

El alcance mayor posible ha de cumplir que su derivada con respecto a 3 sea cero

dx, 2v}
Xm _ 2Vo (_ taga * 2cosp senB—senZB-FCOSZB):O =

dp
= —sen’P + cos’P = taga * 2cosP senp = —sen’P+cos’P=taga*sen 2p =
2
= —sen’f + (1 — sen23)= taga *sen 23 1=2sen’P =taga = cos 2p = tagol
sen 2 sen 2

tag 2p = = 2B+a=90°

tago



6.- La fotografia del espectro del Sol para la linea amarilla (.= 5890. A°)
se encuentra desplazada 0,084° segun el borde del Sol del cual provenga
la luz. Calcular la velocidad lineal de los puntos del ecuador del Sol
debido a su movimiento de rotacion

Consideramos a la Tierra fija, donde se recibe la fotografia, y el Sol rotando. La luz de
un borde del Ecuador se acerca a la Tierra y la del borde opuesto se aleja.
Segun el efecto Doppler, las frecuencias registradas son respectivamente:

v c cv ., v C cv
=== ; vV = ==
Ve A v Ve A7 ctv,
c c
Restando los inversos de las ecuaciones anteriores

1 1 1 1 A=\ e 2vg
o,V - = m A 2 2
A C—Vp Cc+vg AN Aet —v;

Hacemos A" A=A y ¢’ -v;=c’

8 % -10
v, = c Ak _ 3.10 0,08.1_(1)0 ~2.0.10° m
2 A 2*5890.10 S



7.- Un recipiente de volumen V se conecta a una bomba de piston cuya
camara tiene un volumen V'. La presion inicial del recipiente es P. Se
pide el numero de emboladas que hay que efectuar para que la presion
del recipiente se reduzca a Ps La variacion de temperatura se considera
despreciable.

Cuando la bomba aspira el volumen inicial V del recipiente aumenta a V+V’ y por
consiguiente la presion disminuye a p;. Después de la aspiracion las valvulas funcionan
para que el aire contenido en la cdmara de la bomba salga al exterior.

La presion en el recipiente es:

P
pi (V+tV)=PV = p, = v

V+V’
Si ahora se efectia una segunda embolada, la presion disminuye a p;.

p,V

V 2
VHV)=pV = p, = =P
pa( )=D1 P2 =y v (V+V’J

Al cabo de n emboladas

! P
P, =P v = log—f:nlogL = n=—-—"—
V+V’ P V+V’ 1( \Y% )



8.-Dos cilindros se encuentran inicialmente situados como indica la
figura.
De forma suave, se desplaza el cilindro
inferior hacia la derecha y asi comienza
a deslizar por la accion del cilindro
superior que actua en contacto con el
inferior y con la pared vertical. Se
admite que no existe ningun rozamiento
entre las superficies que estén en
contacto. Se pide la velocidad final que
\ alcanza el cilindro inferior

A medida que desliza el cilindro inferior hacia la derecha, el superior, mientras esté en
contacto con ¢él, sigue empujandolo y haciendo que su velocidad aumente, por tanto,
¢ésta adquirird un valor maximo y a partir de ese momento los cilindros dejan de estar en
contacto, ya que si siguiesen en contacto la velocidad aumentaria atin mas y e€so no es
posible porque hemos llegado al méximo valor de ella.

En la figura de la izquierda se representan los
cilindros en la situacion inicial y cuando ha
transcurrido un cierto tiempo. R representa el
radio de cada cilindro, inicialmente Ia
distancia entre sus centros de masa es 2R. Al
cabo de un cierto tiempo, el cilindro superior
ha descendido una altura y mientras que el
inferior ha sufrido un desplazamiento
horizontal x. Se ha dibujado un tridngulo
rectangulo cuya hipotenusa es 2R, el cateto
contiguo x y el opuesto 2R-y

En este momento el cilindro superior posee una velocidad vy dirigida hacia abajo y el
cilindro inferior una velocidad vy dirigida hacia la derecha. Dado que no existen
rozamientos, la energia cinética que han adquirido los cilindros proviene de la pérdida
de energia potencial del cilindro superior.

1 1
Emvi +5mvi =mgy = V. +V§, =2gy (1)

Volviendo al tridngulo de la figura:

R-y

seno. = = y= 2R(1 - sena) ;  coso= % = x=2Rcosa
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_d_X_d_X*%_d(zR—Cosa)*%:—stena*%
t

V. = = =
o dt da dt da dt

v =9y _dy,do_ d(2R[1 - sena]) , do - 2Reosa* 3
Y dt do dt da t dt

Dividiendo miembro a miembro ambas ecuaciones resulta:

V,COS0 = —V y sena

Sustituyendo en la ecuacion (1)

2
vi+v: coszoc =2gy=>v, = i}’z =,/2gy seno = Vv _= \/2g(2R[1—sena])sena
sen”a cos o
I+—
sen”a

Para calcular el valor maximo de vy respecto del angulo a, derivamos e igualamos a
cero

d -
A :w/4gR(l—senai*cosa+sen a 4eR cos a =0 =
da 2\/4gRil—sen ai

8gR(1 —sen a)* cosa —4gR sena cosa

2«/4gRil —sen ai

=0 = 2(1 —sen a)cosa =sen o coso =

2
= 2c0S 0. — 2Seno coso. = sena coso. —=> 2 coso.=3seno. Ccoso. =  seno = 5

- fur1-2] 22 i
33 3V 3
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9.- Una varilla uniforme de longitud L desliza con velocidad v por un
suelo horizontal sin rozamiento. La varilla encuentra que a partir de una
linea M el suelo presenta un coeficiente de rozamiento u constante.

La varilla penetra en ese suelo y se detiene al cabo de un cierto tiempo,
quedando una parte de ella en el suelo sin rozamiento, tal como indica la
figura inferior.

Determinar el tiempo que emplea la varilla desde que llega a la linea M
hasta que se para.

Cuando la varilla desliza por el suelo sin rozamiento, las fuerzas que actian son el peso
en direccion vertical al suelo y hacia abajo y la fuerza normal con que el suelo empuja a
la varilla , vertical y hacia arriba, la suma de ambas fuerzas es nula y la varilla mantiene
su velocidad constante.

Cuando penetra en e suelo con rozamiento aparece una fuerza horizontal de rozamiento
en sentido contrario a la velocidad. Esta fuerza de rozamiento vale.

Fy =puN
Siendo p el coeficiente de rozamiento y N la fuerza de reaccion del suelo con

rozamiento sobre la varilla. N aumenta a medida que la varilla penetra en el suelo con
rozamiento. Si la varilla ha penetrado una distancia x en el suelo con rozamiento

N="Bx = F =Ny = F =k«
L L

En consecuencia, la fuerza que frena a la varilla es directamente proporcional a la
longitud de varilla que ha penetrado en el suelo con rozamiento. Esta situacion es la
misma que cuando un movil efectia un movimiento armoénico y se desplaza desde la
posicion de equilibrio hacia la maxima elongacioén y cuando alcanza ésta, su velocidad
se anula. Aqui la varilla al llegar a la linea M lleva una velocidad v, al penetrar aparece
la fuerza de rozamiento y se para hasta frenarse, por tanto, equivale a un tiempo de un
cuarto de periodo en el mOvimiento vibratorio armoénico.

T=2n\/§:2n m = t:IZE L
k pmg 4 2\pug
L
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10.- De acuerdo con la teoria de la relatividad un cuerpo formado por la
adicion de masas, m; , m, ...m, , su masa es inferior respecto a la suma
en una cantidad

_AE

c?

Am

donde AE es la energia de enlace (energia que se ha de suministrar al
cuerpo para separar las masas individuales que lo componen) y c es la
velocidad de la luz.

Calcular Am para la Tierra, admitiendo que AE solamente corresponde a
la energia gravitacional. Admitir que la Tierra es una esfera de densidad
constante.

Para realizar el calculo vamos a suponer que desde el infinito traemos capas esféricas de
espesor dr, las cuales las vamos apilando, hasta formar una esfera cuyo radio final es el
de la Tierra. En un determinado momento la esfera que ya hemos formado tiene un
radio r y sobre ella y desde el infinito traemos una capa esférica de radio r y espesor dr.

[
)

D i Al infinito ~~"""7777 > dr

La energia necesaria para realizar el proceso de sumar la capa esférica a la esfera r , esta
dada por

dE = dm*( Potencial gravitatorio de partida menos potencial gravitatorio de llegada)
siendo, dm la masa transportada , esto es , la masa de la capa esférica.

El potencial gravitatorio en el infinito es cero y en la superficie de la esfera de radio r

V="t
T

Siendo m la masa de la esfera de radio r

dm=4n r’p dr ; ngnrz’p

G4nr3p )

- 4

dE =4n r’p dr| 0+ 3 =G(4n§)r dr
r
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Para construir la esfera de radio igual al de la Tierra, hemos de sumar los trabajos
anteriores desde que el radio inicial es cero hasta que alcanza el valor R

po | lmelrty bR )
0

3 15

La energia anterior seria la que necesitdsemos para destruir la esfera terrestre llevando
capas de espesor dr al infinito.

i7tR3p
3 = p= 3g
R? 4nnG

g=0pe =0

Sustituyendo en (1)

(47:)2G*[ 3¢ jZRS

He 4n GR _3g’R°
15 5G
2p 3 %0 Q2 % 3\

o 38R 3798 (6370.10°) _25.10%kg

5Ge”  5%6,67.10" *(3.10°f
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11.- Un cubo de arista a, se apoya sobre dos varillas Ay B dispuestas
horizontalmente con una distancia entre ellas igual a la arista a del
cubo. Si el coeficiente de rozamiento es 0,2, para qué valores del angulo
a el cubo puede mantenerse en equilibrio.

La posicion de equilibrio mas estable del cubo es cuando a = 45°. En la figura superior
el cubo aparece desplazado y si no hubiese rozamiento tenderia a girar en el sentido de
la flecha, esto es, en sentido contrario a las agujas del reloj, hasta alcanzar la posicion
de 45°. En esa situacion se han dibujado las fuerzas que actiian sobre el cubo.

Si desplazasemos el cubo hacia la derecha las fuerzas de rozamiento tendrian sentido
contrario a las dibujadas en la figura y el cubo de no existir rozamiento se desplazaria
en el sentido de las agujas del reloj.

Si el cubo esta en equilibrio se cumple que la suma de las fuerzas sobre el eje X es nula
y el momento de las fuerzas respecto del centro de masas, C.M., también es nulo.

— Fy,sena + N, cosa. — N ,sena — Fy,coso = 0 =

=  N,cosa = F;;seno + N,sena + Fy,cosa (1)

Los momentos de las fuerzas dirigidos hacia dentro del papel se consideran positivos y
hacia fuera negativos.

a a a a
FR1E_N1(E_p1]+FR25_Nz(p2_Ejzo =
a a a a
= F;;——N,|——a sena |[+F, ——N -— =0 =
RIS 1(2 j R z(pz 2)
= Fy +Fy =N, (1-2 sena)+ N, (2cosa—1)  (2)

Los valores de las fuerzas de rozamiento son: F,, <uN, ; F,, <uN, (3)
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De la ecuacion (1) se deduce:
N, =F; taga+ N,taga + F,, = F;,taga+F,, = N, —N,taga (4)
A partir de las ecuaciones (3)
Fy taga < uN taga ; F;,, <puN, = F; tago+F, < u(Nltaga + Nz) (5)
De las ecuaciones (4) y (5)

u(Nltaga+N2)2Nl—N2taga = uN,taga = N, — N,tago-puN, =

= uN,taga— N, = —Nz(taga+ u):> Nl(l —H taga)S Nz(taga+ u):>

I-p taga<&

N
1-p taga < N—z(taga )= (6)

| tago+u N,

De las ecuaciones (3) : F;, +F;, < ],L(N1 + Nz) (7)
De las ecuaciones (7) y (2)

u(N1 + Nz)z N1(1—2 sena)+ N2(2cosa—1):>

= uN, —N1(1—2 sen(x)z N, (2coso.—1)—puN, = p—1+2 senaz%@cosa—l—u):

1

:p—1+2 senaZ& )
2coso—1-p N,

Comparando las ecuaciones (8) y (6), se deduce que

p—1+2 sena>1—u taga

2 )
2cosa—1—p L+ taga

La inecuacion (9) se resuelve mediante la hoja de célculo en forma gréfica.



primero y segundo miembro de

9)

0,2 15
-0,4

1,8

1,6 -
14 -

segundo' "

primero,

12

0,8

0,6
0,4
0,2

angulos en grados
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Aproximadamente a unos 36° se igualan los valores del primer miembro con el segundo
y a partir de ahi el primero es mayor que el segundo tal como exige el problema. Si se
precisa algo mas el calculo resulta que

angulo Primer miembro Segundo miembro
36,1 0,9075 0,9198
36,2 0,9188 0,9166

Entre 36,2° y 45° hay equilibrio, en el intervalo 45-36,2 = 8,8° y si el cubo se situa
desplazado para que gire en sentido de las agujas del reloj hay equilibrio entre 45° y
53,8° En total hay equilibrio desde 36,2 °a 53,8 °.
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12.-Dos cilindros idénticos, de radio R, estin en reposo sobre un suelo
horizontal. A uno de ellos se le aplica una fuerza F en su centro y al otro
en la periferia, tal como indica la figura inferior

El coeficiente de rozamiento de los cilindros con el plano es el mismo L.
Se pide calcular la fuerza maxima F que puede aplicarse a cada cilindro
sin que se produzca deslizamiento y las aceleraciones de sus centros de
masas.

Sobre el primer cilindro actian las fuerzas que se indican en la figura 1

F = Fuerza aplicada
Fr = fuerza de rozamiento
Peso del cilindro, P = mg

Fig.1
Las ecuaciones del movimiento del cilindro para la traslacion y rotacion son:

F-F;, =ma
F, *R =1Ia

acy =a R

La ultima ecuacion se cumple siempre que el cilindro no deslice. Si se aumenta el valor
de F la aceleracion del centro de masas aumenta y también la aceleracion angular por lo
que Fr debe aumentar. Ahora bien esta fuerza de rozamiento no puede aumentar
indefinidamente sino que alcanza un valor maximo Fr= p mg que se corresponde con
un valor maximo de F = F,,x , y el cilindro rueda sin deslizar. Si F supera ese valor
maximo entonces se produce rodadura y deslizamiento.

Sustituyendo en las ecuaciones anteriores resulta:
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F .. —H1 mg=ma
p mg*R =la = umg*R=%mR2*a% = acy =21 g
acy =a R
Sustituyendo la aceleracion hallada en la primera ecuacion
F__ =2mp g+p mg=3u mg

max

Para el segundo cilindro las fuerzas se indican en la figura 2.

F

__________ Fr

Peso = mg

Fig. 2

Aqui la fuerza de rozamiento actua en el sentido del movimiento del centro de masas.
Veamos el porqué. F y Fr actiian creando una aceleracion hacia la derecha de valor

F+F, =ma

El momento de la fuerza F tiene sentido contrario al de la fuerza de rozamiento, El
momento de F crea una aceleracion angular para que el cilindro ruede hacia delante,
mientras que el momento de Fr se opone a ello.

(F-F,)*R =1Io

Si la fuerza Fr actuase en sentido contrario a como lo hace estariamos ante una
situacion paraddjica, los dos momentos de ambas fuerzas tienden a hacer rodar hacia
delante el cilindro, pero la Fr se opone a las traslacion del centro de masas.

Cuando la fuerza de rozamiento alcance su valor médximo Fr= p mg , la fuerza aplicada
F es la maxima.

Fiw +H mg=ma

lo ;mRz*; 1
F . -—pmg=—==——"=—ma
max —H T8 R R 2

Restando las ecuaciones anteriores



2n mg=%ma = a=4ug

Foo =ma—p mg=3p mg

Si la fuerza de rozamiento actuase como en le caso 1, las ecuaciones serian

F-F;, =ma

(F+F,)*R =Io

acy =a R
Operando con estas tres ecuaciones

Fro —H mg =ma

lmRz’"3
R 1

2
F +pmg==———"=—ma
max IJ' g R 2
De ambas ecuaciones

2u mg:—%a = a=-4pg

F .. =-3p mg

ax

Segun la primera ecuacion el cilindro rodaria en sentido contrario a la fuerza aplicada.
Lo légico es admitir que la fuerza de rozamiento actia como hemos supuesto en la

figura 2.
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13.-Dos abalorios iguales de masa m y carga q pueden deslizar sin
rozamiento por dos barras no conductoras. Ambas barras estin en el
mismo plano vertical formando un dngulo o con la horizontal.
Determinar a qué altura por encima de la horizontal pueden elevarse
ambos abalorios. Inicialmente se encuentran a una distancia L entre si y

a una distancia l de los extremos de las barras, tal como indica la figura
1

Fig.1

a) Suponemos que los abalorios se desplazan hacia arriba una distancia que es inferior a
1, o en otras palabras , que no abandonan las barras.

Fig.2

En el equilibrio reencuentran a una distancia S y se han elevado una altura h sobre la
horizontal. Los abalorios han ganado energia potencial gravitatoria respecto de la
posicidn inicial y esta ganancia es debida a la pérdida de energia potencial eléctrica de
las cargas

De la figura 2 se deduce:

S=L+2x=L+

tag o
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2 2 2
mgh = q 1 1 _ 9 1 taga _q 2h -
dne,|L [ 2h 4n ¢ \L Ltago+2h ) 4rn ¢, Ltaga+2h
taga
q’ ¢ L
= Ltagp+2h=—"+— = h=—"————taga (1)
4n mge, 8t mge, 2

Veamos cudl es la condicion para que los abalorios no se salgan de las barras. El limite
viene determinado porque los abalorios recorran sobre la barra la longitud 1. En este
caso hesiguala Isena

q’ L L
l sena = ————-—tago. = q <_|8m mge, lsena+5taga

8t mge, 2

Si q es mayor que la raiz cuadrada de la expresion anterior los abalorios abandonan las
barras con una velocidad v, y una vez fuera de las barras describirdn un movimiento
parabdlico. Para que esto ocurra, la suma de las energias potenciales gravitatorias mas
las cinéticas de ambos abalorios deben ser iguales a la pérdida de energia potencial
gravitatoria al llegar a los extremos de las barras

2 2
2*lmvz+2mgl seng = —3 1 ! =1 (l_ 1 j:
2 dn e | L L+ 2l sena. | 4m e \L L+2I cosa
taga

) q’ 2lcosa

=V = —2gl sena
4n me L(L +21 cosa)

La altura que alcanza un abalorio cuando abandona la barra viene dada por la expresion
que determina la altura maxima en un movimiento parabdlico

2
q 2lcosa —2glsena | *sen’o
visen’a | 4m me, ( L( )

L + 2lcosa
H =
2g 2g
2
—H=—1 2leosa *sen’a— Isen’ o
8mgn &, | L(L + 2lcosa)
La altura total respecto de la posicion inicial es:
2
h . = Iseno +—1 210050 14 on2q-1 sen’a =
8mgn &, | L(L + 2lcosa)

—h, ., =lsena cos’a+

total

q’ Icosar sen’ol
4mgn ¢, \ L(L + 2lcosa)
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14.-Un prisma cuya seccion principal es un triangulo isosceles de base a
y dangulo 2 o= 160° (ver la figura) posee un indice de refraccion n =1,5 .

Un haz de luz, cuya anchura es b =%a, y potencia P =8000 W, la cual

estd distribuida uniformemente sobre el haz, incide sobre el prisma.
Dibujar la grdfica de la fuerza F que actua sobre el prisma en funcion de
X , siendo x la distancia en horizontal que existe entre el vértice A del
prisma y el centro B del haz luminoso. Calcular el valor mdximo de F.
Considerar que el haz luminoso penetra por entero en el prisma y por

tanto se desprecian las posibles reflexiones.

<----- b : ------- >
/ﬁ\

Vamos a dividir el prisma en dos partes simétricas. Calculemos el angulo con el que un
rayo sale del prisma, tal como indica la figura inferior

Porlaley de Snell  1*sen(90—a)=1,5 senp = B =6,6478°

En el tridngulo ABC a+B+(90+£)=180 = €=90-a-P
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Por la ley de Snell 1,5%* sen(90 —o- B) =1* seny = seny=0,0877

: E
Un fotén con energia E posee un momento lineal — .De la figura 1 se deduce que un
C

foton que incida sobre la parte derecha del prisma cambia su direccién, teniendo una

. ., . o . o E sen
componente en direccion horizontal y dirigida hacia la izquierda— i
c
. ., . E cos
Y otra en direccién vertical ———"
C

Sobre la parte izquierda del prisma un fotén en posicion simétrica con el de la figura 1

, E seny E cos
tendria de componentes: + i ; iy

C C

La fuerza horizontal que aparece sobre la mitad del prisma derecho y dirigida hacia la
izquierda se anula con la fuerza horizontal que aparece en la mitad izquierda del prisma y
dirigida hacia la derecha. La fuerza neta horizontal sobre el prisma es cero. Esto ocurre
porque la mitad del prisma recibe la misma potencia luminosa que la otra mitad y se debe
a la situacion simétrica del prisma cuyo centro coincide exactamente con el centro del haz
luminoso. La situacion cambia si el centro del prisma no coincide con el centro del haz
luminoso, ya que entonces una mitad del prisma recibe mayor potencia que la otra mitad.
En la figura 2 se representa el haz y la base a del prisma situada en distintas posiciones

4_
-
-

C «—
-
-

LY

D b=3/4a -
N N O [
¢ 3/8a »* 3/8a *
| . L 1 1 A1 | | Ix=1/16a
R —— Pe--—-—- »>!
 3/8a+x  3/8a-x:
L__I__-I-___I"Q"I"J | | x=1/8a
i 3/8 atx=a/2 3/8 a-x
l : ig.2
| L 1 | bl L | 1x=2/8a
R U ><>
I a/2 a/8!
i I T bl L | |x=3/8a
! T >
! a2 E
i Ll 1 I AN 1 1 | |x=4/8a=a/2
. s |
~— %

L1 1 N1 1 | |x=7/8
N\
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Cuando x =0 la potencia recibida por la parte izquierda del prisma es igual que la que
recibe la parte derecha , por tanto , las fuerzas horizontales son iguales y de sentido
contrario y su suma es nula , lo que indica F =0

Cuando x = 1/16a, la potencia recibida por la mitad izquierda del prisma es mayor que
por la parte derecha. La fuerza es proporcional a la superficie recibida

f =i

Cuando x = 1/8a,

—a+Xj :k(ga'f‘ia)’l:z :k(ga—xj :k(éa_iaj =
8 8 16 8 8 16

=F=F —Fzzkéa

F = k(éa + xj = k(ga +laj;F2 = k(éa - xj = k(éa —laj =
8 8 8 8 8 8

Cuando x = 2/8a,

Cuando x = 3/8a,

—F=F —Fzzkia

A partir de 3/8% la fuerza disminuye ya que disminuye la luz que le llega a la parte
izquierda del prisma. Cuando x = 7/8a resulta que ya no le llega luz al prisma y por
consiguiente la fuerza es cero.

Representamos en el eje de abscisas x/a frente a la fuerza relativa al valor maximo

x/a

1/16=0,5/8 1/8 2/8 3/8 7/8

F/Fimax

1/4 1/2 3/4 1 0
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1,2

wl
e
Y N

0,2 0,4 0,6 0,8 1

x/a

F/Fmax

o

La fuerza maxima se produce cuando la mitad izquierda del prisma recibe luz y la mitad
derecha no la recibe.

La energia que recibe el prisma por unidad de longitud es 3i y la que recibe la mitad
—a

4

4P a
3a 2

izquierda del prisma =

2
3

La fuerza esta determinada por la variacién del momento lineal con respecto al tiempo

Esseny 2 p
b__c _3 " 2%8000%0,0877

=1,56.10°N
At c 3%3.10°
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15.- Una membrana horizontal oscila armonicamente a lo largo de un eje
vertical con una frecuencia f= 100 Hz. Calcular la amplitud de las
oscilaciones si unos granos de arena que estin sobre la membrana saltan
hasta una altura de de H= 2 cm respecto de la posicion central de la
membrana.

Cuando la membrana est4 en su posicion inicial de equilibrio, en la que la aceleracion es
cero, un grano de arena de masa m esta sometido a dos fuerzas su peso y el empuje de la
membrana.

En una posicidon en que la membrana estd separada de su posicion de equilibrio, resulta
que existe una aceleracion vertical dirigida hacia la posicion de equilibrio. Si analizamos
las fuerzas desde un sistema ligado a la membrana, que es un sistema no inercial, las
fuerzas que actian estan representadas en la posicion 2 de la figural.

Fig.1

En la segunda posicion sobre el grano actuan las fuerzas indicadas, siendo E menor que
en la primera posicion. En al tercera el empuje se ha anulado y mg = Fi =ma; al cesar E
el grano puede abandonar la membrana, y esto ocurre cuando la aceleracion de la
membrana es igual a g. Si para la posicion de equilibrio la ecuacién del movimiento

armoénico es y=A sen o t, la ecuacion de la velocidad es v=Aw cosw t y la de la
aceleracion a = —Aw’sen o t.

Cuando el valor absoluto de la aceleracion sea igual a g, es cuando el grano puede
abandonar la membrana

Ao’sen o t=g (1)

En ese instante la velocidad vertical del grano es: v=Aw® cosm t

Debido a esa velocidad alcanza una altura respecto de la posicion de la membrana cuando
la abandona igual a:

_A’e’cos’o t
2g

h

Respecto a la posicion inicial de la membrana

2. .2 2
H=A seno t+w 2)
g



A partir de las ecuaciones (1) y (2)

2
2 2 g
g Aw(l_AW] g Ao’ g
Ao 2g ® 2g 20
4p’gH - 2g*
2
20 —
Q)

Sustituyendo valores

J2*4n% #100° #9,8%2.10 —9,8°
A: 2 2
4n” #100

o=p>

V2w’gH-g*

=9,96.10"m~1 mm

27
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16.- Los compartimentos AB y CD de un tubo vertical estdn llenos de aire.
Los extremos del tubo estan cerrados. Las partes BC y DE son de
mercurio y en la parte superior EF se ha hecho el vacio. Las longitudes

de cada una de las partes son iguales a h. La presion en el punto A es p.
El tubo se gira cuidadosamente y adopta la posicion de las distintas partes
indicadas en la figura. Calcular la presion en el punto inferior F en
funcion de p. Se supone que al darle la vuelta al tubo la temperatura no

Al

X

F
E
/D'

il
j
|

PP P> —>

mercurio
AN C1
B D1
A F

inicial final

varia. Cuando el tubo se gira el compartimiento de aire AB pasa a ser
A]Bly el CD a C]DI.

Designamos con S la seccion del tubo .Los volimenes de cada uno de los
compartimientos de aire en el estado inicial son Sh..

Las presiones son Pg = 0 ; Pp = Ppc=pgh ; Pg=Ppct+ pgh=Ps=p=2 pgh

Siendo p la densidad del mercurio

Las presiones en las camaras de aire son p en AB y p/2 en CD

El aire contenido en la camara AB ocupa en la posicion final la camara A;B;.La presion
ahora en esta camara es px Teniendo en cuenta que la temperatura no ha variado se
cumple, de acuerdo con la ley de Boyle-Mariotte

pSh=p Sx = ph=p x (1)

La camara de aire CD tiene una presion p/2 y al volcar el tubo pasa a ser C;D;. Puesto
que el tubo no ha variado de tamafio y tampoco las alturas del mercurio se deduce que la

altura H de esa camara es:
5h=2h+x+H —» H =3hx

Aplicando la ley de Boyle.Mariotte, y designando con p, a la presion en C;D; en el
estado final
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P ph
=Sh =p,S(3h-x — =— (2
7 P ( ) P, 2(3] ) ( )

De acuerdo con la figura se deduce que.
P, =p,+pgh = P, =p,+ 7 3)

De las ecuaciones (2) y (3) se deduce que.

ph p ph p
R e—— + = = - _r 4

Llevando la ecuacion (4) ala (1)

pho| P Pl op_ —x = 6h” = 2hx = hx - 3hx + x> = 6h> = x°
2(3h-x) 2 -x
— x=+/6h

La presion en F en el estado final es:

ph h 1 1

prE e e et N, pvatd

_ (626 1)_ [6+2J6+6)_ [, 6
PP 304 2|7 P 12 P 6

pr =p, +pgh=
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17.- Se lanza un proyectil, con velocidad inicial v, desde un suelo
horizontal formando un cierto angulo o con la horizontal. Este angulo es
tal que el alcance sobre la horizontal es el maximo posible. Desde una
altura y = h se traza una recta paralela al suelo que corta a la trayectoria
del proyectil en dos puntos. Calcular la distancia D en direccion horizontal
de ambos puntos en funcion de h. Dibuje la grafica de D frente h cuando
la velocidad inicial es v,= 20 m/s . ;A que corresponden los valores
mdximo y minimo de D?. Tome g = 10 m/s’

Tomamos ejes de referencia el de abscisas paralelo al suelo y a su nivel y el de ordenadas
perpendicular al anterior. Las ecuaciones de la trayectoria son:

X = v,cosa t

1 o
y = Vv, sena t—Egt

Cuando y = 0, el proyectil est4 en la salida o ha recorrido su trayectoria y choca contra
el suelo

| 2v seno
O=v,sena t, ——gt, = t, =———
2 g

a

t, es el tiempo que emplea el proyectil en recorrer su trayectoria y llegar al suelo

2
2v seno. v sen2a
X, = V,COos0- =

g g

El alcance depende de la velocidad inicial y del 4ngulo de salida, si fijamos v, podemos
calcular para qué angulo el alcance es el maximo posible

2
dx, v,

=—2cos20-2=0 = cos2a=0 = a=45°
do g

Las ecuaciones paramétricas para este movimiento de maximo alcance son:

Xx=v,cos 45° t = ft=r >
v,cos 45°
| X 1 gx’ gx’
=v,sen 45 t——gt” =v_sen 45% -— = =X- 1
Y= 2° ° v,cos 45° 2 vicos’45° Y V2 L

Si en la ecuacion (1) hacemos y = h se obtiene dos soluciones que corresponden a las
abscisas de los puntos de corte de la recta con la parabola



1+

£

2
Vo

x’-x+h=0 = x= = =
28 2g 2g
ve

La distancia D entre ambas abscisas es

Vi 4+ vV AVi—4gh VvI-—v_ v -4gh B v, 4V. —4gh
2¢ 2¢ g

D=x,-x, =

Para dibujar la grafica tenemos en cuenta que el radicando no sea negativo, por tanto, el
maximo valor de h es 10 m.

45
104
35 |
30 |
25
L 2
20 | e
15 - .
10 .
5,
0 T T T ‘
0 2 4 6 8 10 12

h/m

*e
IS
IS
0,”
IS
'S
IS
IS

D/m

Cuando h = 0 m, D se corresponde con el alcance horizontal del proyectil y cuando h=10
m es la altura maxima.
Para comprobarlo

_visen2a 207 -sen 90°

. =40 m
g 10

X

La altura méxima se obtiene cuando la componente vertical de la velocidad se hace cero

v, sen o
Vy=—y=V0S6n(X—gth=0 = t,=——
dt g

Sustituyendo

1 ., visen’45° 1 vlsen’45° 1 visen’45° 400-0,5
Yo = VoSENO t, ——gt, = -—g > =— = =10 m
2 g 2 g 2 g 20
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18.- Un bloque de madera de dimensiones a *b*c y densidad p respecto
del agua. Cuando el bloque esta flotando con el lado a en posicion vertical
se empuja hacia abajo y se suelta. Calcular el periodo de oscilacion del
bloque.

Cuando el bloque esta flotando el peso es igual al empuje. Si designamos con a; la parte
sumergida del bloque , py la densidad de la madera y pa la del agua

Pm _

P=E = abcp,g=a,bcp,g=>a, =a =ap

A

)

“«———1——=—>

Nivel del agua

oo
<+———P
N

Si sumergimos el bloque una distancia Ax respecto a la posicion inicial de equilibrio, el
empuje ahora es superior al peso y esa fuerza resultante tenderd a llevarlo a la posicion
inicial

F=E-P= (a1 +Ax)bcpAg—abcng = F= (ap+Ax)pAbcg—abcng =

=:F:ap—MpAbcg+AXpAbcg—abcng = F=Axp,bcg=K Ax

Pa

Dado que la fuerza es proporcional al desplazamiento al igual que en un movimiento

armonico
m abcpy, ap
T=2n,|—=2n |—— =2n_|—
K bep,g g
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19.- En el sistema de poleas de la figura inferior se supone que carecen de
masa y que el sistema se desplaza sin rozamiento. Se pide calcular la
aceleracion de las masas.

mg msg

Tomando como sentidos positivo vertical hacia abajo, las ecuaciones de las tres masas
son:

mg-T=ma, (I)
m,g—2T =m,a, (2)

m;g-T=mya;, (3)

Imaginemos que las masas m; y m3 fuesen iguales, sila masa m; se desplaza hacia abajo
AX; , las otras dos masas se desplazan hacia arriba Ax; e Axs . La distancia Ax; se reparte
por igual en las dos ramas de la cuerda de modo que Ax; es la mitad de Ax, 1o mismo le
ocurre a la masa 3. Por tanto las aceleraciones guardan la relacion
ILTRLTIP

2
En el caso expuesto a; = a; y en general seran distintas si las masas m; y ms son
diferentes. El signo menos se debe a que la aceleracion de m; es hacia abajo (sentido
positivo) y las otras dos sentido negativo.

a, =

Ahora debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas.

Despejamos T de la ecuacion (3) y sustituimos en la (1)
m,g—m, (g —a; ) =ma, (5)

Multiplicamos la ecuacion (1) por 2 y le restamos la (2)



2mg—-2T-m,g+2T =2ma, —-m,a, = g(2ml—m2):2m1a1

En la Gltima ecuacion sustituimos a, por la ecuacion (4)
+
g(2m1 —m, ) =2ma, - mz(_ %) = g(2m1 —m, ) = al(zml + %) +

2g(2m1 - mz)— 2'¢11[2m1 + n;z)

=a, = - (6)
2

Llevando la ecuacion (6) a la (5)

4dm,g-2m,g—4m,a, —m.a
m,g-m,g+m, 18 28 19 2 _ma, =
m,

m,a,

34

—m,a,

=
2

= mm,g—m,m,g+4mm,;g—-2m,m,g—4mm,a, -m,m;a, —m,m,a, =mm,a, =

dm.m,.+m.m, —3m,m
:>a1_ 1'1'3 17112 2''13

4m,m, +m;m, +m,m,
Llevando la ecuacion de a; ala (1)

4m m, + mm, —3m,m,

mg-T=m

1 g=>T=mgll-
4mm,; +mm, + m,m,

4m,m
=T=m,g =
4m,m; + mym, +m,m,

Sustituyendo la tension en la ecuacion (2)

4m m, + mm, —3m2m3}
4mm, +mm, + m,m,

4m,m, 4m,
m,g—2mg =m,a, = g—2mg
4mm, +mm, + m,m, 4mm, +mm, + m,m,
. —g[l— 8m,m, ]: o _ MM, +m,m, —4m;m,
2 2 =
4m,m,; + mm, + m,m, 4m,m, +m,m, + m,m,

Sustituyendo la tension en la ecuacion (3)

4m,m, 4m,
m;g—m;g =m;a; =>g—m,g
4mm, + mym, + m,m, 4mm, +mm, + m,m,
B 4m m, _4m1m3—3m1m2+m2m3
=a,=g/1- = s =
4m m; + mm, + m,m, dm,m, +m,m, + m,m,

=a; =
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20.- Una particula se encuentra en el tiempo t=0 en la esquina superior A
de una puerta rectangular que gira alrededor del eje Z con velocidad
angular constante .

Los ejes XYZ son de un sistema S inercial, y los ejes X' Y y Z~
pertenecen a un sistema S, ligado a la puerta y que por tanto giran con
ella. En el instante t=0 ambos sistemas de coordenadas estin
superpuestos. Determinar expresando los resultados en el sistema movil
S a) la velocidad relativa b, de arrastre y absoluta de la particula en
funcion del tiempo b) la aceleracion relativa, de arrastre, de Coriolis y
absoluta en funcion del tiempo.

Al cabo de un tiempo t la situacion de la puerta esta indicada en la figura 1.
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La puerta ha girado un angulo wt y con ella los ejes del sistema S’. En ese mismo
tiempo la particula ha avanzado por la puerta una longitud v,t.

Desde el sistema movil S” la velocidad de la particula es:

vV=v 1’

(4]

La velocidad de arrastre es:

J
Varrastre = 0) Xr= O O
0

=T eL-v, )= oL -v,t)]

soe &

— —

Vabsoluta = Varrastre + Vrelativa = _Vol +(’0(L - Vot).]

b) La aceleracion relativa es cero, pues la velocidad es constante.

La aceleracion de arrastre es la centripeta

aCentripeta = (_’:) X ((D X r’) =

= o L -v,1)

o
o 8 =i

ik
Coriolis — 26)X\7,: 2 0 0 o|= _2 OJVOE,
0 O

_ 2 I .
aabsoluta =-0 (L_Vot)l -2 (’OVOJ
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21.- Considerar el problema 20. a) Obtener la ecuacion de la trayectoria
de la particula en el sistema fijo b) determinar los vectores velocidad
absoluta y aceleracion absoluta en el sistema de referencia fijo S al cabo
de 10 s de iniciado el movimiento, sabiendo que en el instante inicial los
ejes Xy X' coincideny que L=1m,v,=0,05m/s y w=20rpm.

Si nos fijamos en la figura 1, las coordenadas de la particula en el sistema S, al cabo de
un tiempo t, son:

X = (L—Vot)COS ot ; y= (L—Vot)sen ot =

= x? +y2 =(L—Vot)2

Fig.1

La trayectoria en el plano z=h, se obtiene sustituyendo valores en las ecuaciones de las
coordenadas

b)

X v ﬁX’

Las componentes de los vectores unitarios i” y ]~ sobre el sistema de referencia X Y son
respectivamente.

.y 7

(1 cos ot,1’sen cot) ; (—J sen ot,j’cos cot)

Que puestos en forma vectorial y dado que 1" y j” valen la unidad
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i'=cos ot i+sen ot j ; j="—sen ot i+cos ot j

Vzw(l—vrt)]’—v;f’:a)(l—vt)( sena)tl+cosa)t]) (coscotf+senwt])
( l vtsena)t+v cosa)t) ( l vz‘cosa)t vsena)t)J

[202z

(1-0.0510)5en2 22710 + 0,05 cos 222710 |7 +
60 60

2027 (1-0,0510)cos 222710~ 0,055en 222710 |5
60 60 60

v =-0,88i —0,57 ]

a= l vt) - wj ——a)z(l—v;t)(cosa)tfﬁtsena)t]) —2v;a)(—sena)tz7+cosa)t])

( o’ l vt cosa)t+2v;a)sena)t)z7+(—a)z(l—v;t)senwt—Zv;a)cosa)t)]

( (202” (1- 0,05'10)cos2?55 10+ 20052%” sen 202”10]

60

202” (1-0,05:10)sen 227 10— 20,052%27 052027 19 |
60 60 60

a=128i-1,79;
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22.- Una particula de masa m; colisiona, de forma eldstica, con una
particula de masa m;,, siendo m;>m;, La particula 2 se encuentra en
reposo ;Cudl es el maximo angulo de desviacion de la primera particula
respecto de su direccion inicial? .Se supone que las velocidades de las
particulas son mucho mds pequeiias que la de la luz.

En el choque elastico hay conservacion de la cantidad de movimiento y de la energia

m,v =m,v,cosa+m,V,cosp
m,v,sena = m,v,sen [
1

2 1 2 1 2
—m,v. =—m,v, +—m,V,
2 2 2

Despejamos de la ecuacion 2, sen B; y de la tercera vs.

m,Vv,seno m
sen p= S T (22
m,v, m,

. m
Designando a —- = M, resulta:

m2
M?visen’a M’visen’a
cosp= [1-—L"— = 1

2 2 2
Miv -V, )

v,
Llevando cos B y v, a la primera de las ecuaciones iniciales:

2 2

M’v;sen’a
My = MVICOSOH-q/Min —v; ). 1- — =
Mlv® —v;

vi-v
= Mv = Mv,cosa + \/M(V2 —v: )— M’visen’a = v =v,coso+ \/Tl_ visen’a

2 2 2 2
— Vi — Vi

) \
= (v-v,cosa)’ = —— —visen’a = V2+Vfcosza—Zvvlcosa+vfsen2a:Tj

M(V2 +vi )— vi+v:
2vwM

2 2
2, .2 v v
= +V1—2vvlcosa:T = coso=
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En el problema nos piden que el angulo o sea el maximo posible, o el coseno el valor
minimo, para ello derivamos la anterior expresion con respecto a v; € igualamos a cero

2VV1M(2MV1 + 2V1)— [M(VZ + VIZ)—V2 + V12J-2VM _

0
4viviM?®

=  2Mv; +2v; —Mv’ —=Mv; +v’ —vi =0

v’(M-1)

= Mv;,-MvV+vi+v =0=v; = (M 1)
+

m m, ,m,-m m -m, m -m,(m
m, m, m,+m, m, +m, m +m,\m, m,

Calculamos ahora el valor de v, y del dngulo beta.

m, —m
2 2 2 2 _ 2 > M, 2
myv’=myv, +m,v;, = m,v,=mv -myv ——

, m( 2m,

m, \ m, +m,
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23.- Se lanza un proyectil formando un dangulo o con la horizontal. En el
punto mads alto de su trayectoria h su velocidad es v,. La velocidad en un
punto de la trayectoria que es la mitad de la altura mdxima h/2 es v, y
entre ambas velocidades existe la relacion

_ |6
V= 7v2

Calcular el angulo « de lanzamiento.

Las ecuaciones paramétricas del movimiento del proyectil son:
X =V cosa t

L
Yy =V sena t—Egt

Las ecuaciones de las velocidades sobre los ejes coordenados son:

dx
Vy =—— =V cosa.

dt

Vy =y seno. — gt

En el punto mas alto de la trayectoria la componente v, de la velocidad es nula. El
tiempo que tarda el proyectil en alcanzar la altura méxima es:

vV seno
O=vseno—gt, = t, =
g
Y el valor de h
1, vsena 1 v’sen‘o 1 v’sen’a
h=v Sen(x~th——gth:V seno. - -—g . — (1)
2 g 2 g 2 ¢

La velocidad en el punto mas alto de la trayectoria:
v, =V, =V cosa (2)

Cuando el proyectil se encuentra a una altura h/2 la velocidad v, tiene dos componentes
Vax ¥ Vay, cuyos valores son respectivamente

V,, =V COsa

V,, =V sena— gt ,

Para averiguar la componente v,, necesitamos saber el tiempo que el proyectil emplea
en alcanzar la altura h/2, para ello sustituimos en una de las ecuaciones paramétricas

h 1 2v seno t h
E=V sena t, —Egti/z = t,-——"2 2=

g g

Resolviendo la ecuacion de segundo grado
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1 2senq
2
2 2 2 2 4
2vsena \/ 4visen‘o.  4h  2vsena q/4visen‘a g
2 2
g g g g g g
tyy, = > = > =

2vseno. _vseno \/E
g g _vsena (2 —\2 J

t,, =
h2 > 2 >

Se ha escogido de las dos soluciones la que corresponde al tiempo menor, que es
cuando la altura h/2 la alcanza el proyectil antes de llegar a la altura h . La otra solucion
es cuando el proyectil llega a la altura h/2 después de alcanzar la méxima altura h.
Sustituimos el tiempo en la expresion de la velocidad voy.

Vsena(Z—\E] [ 2—\/5
5 =v sena| 1 —

g 2

2
V,, =vseno—g j =v senaT

2 2
> > >, v'sen'a
V, =4/V5 + V5, =4/vcosTa+——
Y 2

De acuerdo con el enunciado del problema
6 2.2 6 2 v’sen’a 2.2 2.2
V, =,4|=V, = Vv'cos (x=7 v’ cos (X+T = v'cos‘a=3visena =

1
= l-sen’a=3 sen‘a = senazz = a=30°
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24.-En la figura inferior AB es una carretera y el punto C es un lugar
del campo. Un automovil si se desplaza por la carretera lo hace con una
velocidad v constante y si lo hace por el campo con una velocidad ¢ veces
menor que por la carretera. Calcular el valor de x para que el automovil
que se desplaza de A a C lo haga en el tiempo minimo posible.

< Lc - X
A E

v 1

|
Lcp | h

|
N

|

|

El automovil va de A a M por la carretera, recorriendo la distancia Lc y y de M a C por
el campo recorriendo la distancia Lcp.
De la figura se deduce que

Lctx = constante = K

El tiempo total del viaje es:

) _Lc+Lc1> LC+LCP8 K-x+e&vVx®+h’ K+(—X+€\/X2+h2)
[ A = =
ey v v v v

Como el tiempo total ha de ser minimo y K es constante y v también, el término entre
paréntesis ha de ser minimo

— X+ &vx? +h? = minimo

Derivamos con respecto a x ¢ igualamos a cero

£ 2x h
“l+——=—__ =0 =Vx’+h’=ex =x*+h’=¢’x"= x-=

24/x% +h? g2 —1
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25.-Un automovil recorre en linea recta una distancia L con velocidad
uniforme v y a continuacion frena hasta pararse con una aceleracion a
constante. Se pide determinar el valor de v, el cual determina que el
tiempo empleado en el recorrido total del automovil sea el minimo
posible.

Una apreciacion intuitiva del problema nos dice que si v es muy grande, la longitud L la
recorrera en poco tiempo, pero necesitara un tiempo largo para frenar, por el contrario,
si v es pequefia tardard mucho tiempo en recorrer la distancia L pero poco tiempo en
frenar, esto quiere decir que habra una velocidad v para la que el tiempo sea minimo.

El tiempo que tarda en recorrer la distancia L es:

t, =—
\'%

El tiempo que tarda en frenar con aceleracion a constante

_0_ _V
Vi = 0=v—at, = tz—g

El tiempo total del recorrido:

L v
t=t, +t, =—+—
vV a

Como t ha de ser minimo derivamos la expresion anterior respecto de v e igualamos a
cero

1
—=0=—+- = —=—- = v=4la
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26.- Una particula de masa m, se desplaza a lo largo del eje X. La
mencionada particula se encuentra, en el instante t=0, en la posicion x,
con velocidad v, y estd sometida a una fuerza constante F dirigida como
indica la figura.

Determinar v=f(t) y v=f(x)

Hacemos uso de la segunda ecuacion de Newton
F=m—" :det:Im dv. = Ft=mv+Cte

Para hallar la constate recurrimos a las condiciones iniciales, cuando t=0 , la velocidad
es V,, sustituyendo en la expresion anterior

O=mv,+Cte = Cte=-mv

o

Ft
Ft=mv-mv, = v=—+v,
m
Volviendo a la ecuacion de Newton
2
:m&:md—v-d—xzmvﬁ = IFdx :jmv dv=> Fx :mV—+Cte
dt dx dt dx 2

Segun las condiciones iniciales cuando X =X, , V=V,

2 2
Fx :mvzoJrCte = CtezFxo—sz"

[}

Sustituyendo en la ecuacion

2 2
FX:mV?JrFxO_mVo 2 2F(X_X°)+Vi N V:\/2F(x—xo)
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27.- Una particula se desplaza con una velocidad indicada por la
semicircunferencia de la grdfica inferior. La mdaxima velocidad se indica
por v,. Determinar el desplazamiento efectuado por la particula en
funcion dev,yt,

A\

Vo

Buscamos la relacion entre la velocidad y el tiempo
El centro de la circunferencia tiene por coordenadas

t .
(?",Oj y el radio de la circunferencia es t,/2.

t2 t?
X‘)—tto +v° :ZO = vi=tt, —t’

(8]

Aplicamos la ecuacion anterior cuando t = e

2
t t
Vit |2 =2 = t =2v, (1)
2 4

El desplazamiento que sufre la particula entre t=0 y t=t, es igual al area bajo la curva
velocidad tiempo. Esa area vale:
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28.- Un plano inclinado AA’ forma un dangulo « con la horizontal. Desde
un punto B fijo se pueden construir diversos planos inclinados que
lleguen al plano AA".

A_— &

Se pide el angulo [ que forma uno de los planos con la vertical (ver
figura superior) en el que se cumpla que un cuerpo que parte, sin
velocidad inicial, de B y desliza por él, llegue al plano AA’ en el tiempo
minimo. Se supone que el cuerpo desliza sin rozamiento

En la figura inferior L representa la longitud del plano, M la distancia de B al plano AA’
en direccion vertical

Conviene observar que si se cambia de plano, cambian 3, L y H pero permanecen
constantes M y a.

1, 1 2
L=—at"=—g cosp t~ (1
5 58 Bt° (1)

Vamos a poner la variable L en funcion de £.

cosB:% ; taga:M H = L taga senf} =M — Lcosp =

L=
taga senf + cosp

Llevando la ecuacion (2) ala (1)
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M
M 1 gecosp t° = t= £ -
taga senf +cosp 2 taga senf cosP +cosP

Como t ha de ser un minimo derivamos la expresion anterior con respecto a 3, e
igualamos a cero.

—2M [taga(— sen’p + COSZB)— 2cosf senB]
dt _ (tagoc senP cosP + 0052[3)2 0 =
dp ™M
g

taga senP cosp + cosPp
= taga(— sen’p + coszﬁ)— 2cosf senf =0

. . SR 2 2
Hacemos uso de las relaciones trigonométricas: cos“f—sen"f =cos2p vy

2senf cosf =sen2f

taga - cos2f —sen2f =0 = tagat -1=0= tagat =l a=2 = B=%

tag2f tag2f -
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29.- Un péndulo simple de longitud L cuelga de una pared inclinada que
forma un angulo o con la vertical.

El péndulo se separa de su posicion de equilibrio un angulo [>a y se
deja en libertad. Se admite que el choque con la pared es completamente
elastico. Se pide calcular el periodo de las oscilaciones. Los dngulos ay [
son pequeiios.

Si los angulos son pequefios el movimiento del péndulo es un movimiento armonico
simple y en principio vamos a referirnos a este movimiento.

Recordemos que a efectos de deducir las ecuaciones del movimiento armoénico, éste
puede considerarse como la proyeccion sobre un didmetro de un moévil que con
velocidad angular constante recorre una circunferencia

Fig. 1

Supongamos que M se desplaza por la circunferencia con velocidad angular constante ©
y que el mévil que efectia el movimiento armoénico esta situado sobre el eje X en la
posicion A cuando t=0. El tiempo que emplea el mévil en ir desde A hasta B, es el

mismo que M tarda en describir el angulo §+ 0, y como lo hace a velocidad angular

constante, podemos escribir
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Siendo T el periodo del movimiento arménico. Si el movil fuese de A a B y volviese de
B a A emplearia un tiempo 2t =T~
(g + SJT
T=2=2 7

T

(1)

Aplicamos estos resultados al movimiento del péndulo del problema.

T =2n\/§ 2)
g

Fig. 2

De la figura 2 se deduce que
OA=BL ; OB=alL

De la figura 1 se deduce que

OB oL
send = ——=——=
L

d
OA BL B

Aplicando la ecuacion (1) y la igualdad (2):

(n + SJT [n +arco seno 0Lj27t\/f
B)Vg

T+ 2 arco seno—

T T
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30.-Un punto material A se desplaza con velocidad constante +v, por
una recta. Otro punto material B se desplaza con una velocidad constante
+vg por una recta paralela a la anterior cuya distancia es h. Demostrar
que la recta que une los puntos Ay B pasa siempre por un punto fijo P.

Hacemos en primer lugar un esquema grafico del problema

! /
o r't
L -~
<« > /Ao _ AL
z
Bo _ [ '_ ,,,,,,,,,,,,,

En la figura superior el movil A ocupa una posicion cualquiera en el tiempo t=0 y el
movil B una posicion cualquiera en el tiempo t=0. Si tomamos unos ejes coordenados
centrados en la posicion inicial del movil B, las coordenadas cartesianas de ambos
moviles en el tiempo t=0, son:

Mévil A (L,h) ; Moévil B(0,0)

Al cabo de un tiempo t cualquiera el mévil A se ha desplazado hasta At, siendo las
coordenadas de At(vat, h).

En el mismo tiempo t, el movil B se ha desplazado hasta Bt, siendo las coordenadas
Bt(O, VBt).

Las rectas I, y I't se cortan en el punto P. Si lo que se quiere demostrar es que las rectas
pasan siempre por P, las coordenadas de este punto deben ser independientes de t.
Hacemos uso de la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

Y=y, _Y.—Y

X—X, X,—X,
para las rectas o y Iy

y-0 h-0 h
= — == y:_X
x—0 L-0 L
y-0 _ h-0 I h(x —vgt)

X =Vt - (L +VAt)—VBt = (L +VAt)—VBt
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Dado que el punto P pertenece a ambas rectas, resolvemos

h h(x — vt
X = ( B) = xL+vat—vat=xL—VBLt:>xt(VA—VB)=VBLt =
L (L+VAt)—VBt
Lv
-x=—2358
Vo — Vg

Sustituimos el valor de x en la ecuacion de la recta

_h Lvyg _ hyv,

Lv,-vy Vv,—Vvy

y
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31.- Un pato vuela en linea recta con velocidad constante u y a una
altura h sobre el suelo. Un cazador situado en A dispara una bala con
velocidad v apuntando en la direccion del pato tal como indica la figura

inferior. El pato es alcanzado por la bala y se pide la altura a la que
volaba.

P

\

Dado que la bala alcanza al pato en un tiempo ti, en ese instante las coordenadas del
pato y de la bala son las mismas.

Coordenadas del pato en le tiempo ti : (xo+uti ; h)

La bala describe una trayectoria parabdlica siendo sus ecuaciones

1
X = vcosa t; y = vseno t——gt’

: . . .
Coordenadas de la bala en el tiempo ti: (vcosa ti, h=v seno ti——gti’

. . . X0
vecosa t1=xo+utt = t=——
vcoso —u
o1
vsena ti——g ti’ =h
2
Sustituyendo el tiempo en la segunda ecuacion
X0 1 X0 ’ X0 1 X0
vseng —M8——g|——| =h = —— vseno———22% _|=h
vecosa.—u 2 \ vcoso—u veosa —u 2 veosa —u
h h
De la figura se deduce: tago=— = xo0=
X0 taga
h 1 gh v coso gh
vseno —— =h=> - ~=1=
taga(vcos o— u) 2 tagoc(vcos o— u) vcosa —u 2tag2a(vcos o— u)
gh v cosa u gh
= - = == > =u
2 tagza(vcos o— u) vcoso —u vcoso —u 2 tag a(vcos o— u)

_2u tag”a(vcosa —u)
g

h
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32.-Dos vasos comunicantes de forma cilindrica llevan sendos émbolos
de masas M;y M, y dareas S;y S,, respectivamente. El liquido contenido
en el vaso tiene una densidad p. En el equilibrio existe un desnivel h
entre ambos émbolos tal como indica la figura inferior

Si sobre el émbolo 1 se coloca una pesa de masa m =M,=2M,; , no existe
desnivel entre ambos émbolos, pero si se coloca la misma pesa sobre el

émbolo 2 se produce un desnivel H. Determinar el valor de H en funcion
de h.

Dos puntos del mismo liquido que estdn al mismo nivel soportan las mismas presiones,
por tanto:

M M
1g+pgh: Zg

Sl SZ SZ Sl

Cuando se coloca la pesa de masa m sobre el émbolo 1

m
—+m
M M 2
_lg+%:_2g = 2 _E = i:L = Szzi
S, S, S, S, S, 28, S, 3
m
peM My _m_ 3 _3m m _m
P S, S, S, 28, 28, S
Cuando la pesa de masa m se coloca sobre el émbolo 2
m
lg+p H=-28, & l+pH=2—m:>£+pH= =
S, S, S, S, S, 28, 25,

= pH=3_m_£=5_m=§ph = H:éh
S, 28, 28 2 2
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33.-Una particula se mueve por el eje X, en sentido negativo, a velocidad
constante v;. Otra particula lo hace por el eje Y también en sentido
negativo y con una velocidad constante v, En el instante t=0, las
particulas pasan por las posiciones x, e y, respectivamente. Determinar el
tiempo que transcurre para que la distancia entre ellas sea minima.

Las ecuaciones del movimiento de las particulas son:

X=X,—-Vvit ; y=y,—V,t

La distancia entre ellas

Para hallar la distancia minima derivamos la funcion anterior respecto de la variable
tiempo e igualamos a cero

dD _ 20x, = vit)-(v)+2Ay, - i) (va) _ o

- _ — XOVI + yoVZ
dt 2\/()(0 —v,t) +(x, —v,t) Vi +V;
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34.-Un prisma cuyo dangulo es o se mueve por un suelo horizontal sin
rozamiento con una aceleracion constante paralela al suelo. Sobre él esta
situado un cuerpo.

Determinar el valor de la aceleracion del prisma para la que el cuerpo
comience a deslizarse hacia arriba del prisma. El coeficiente de

rozamiento entre el prisma y el cuerpo es L.

En la figura inferior estd dibujado el diagrama de fuerzas para el cuerpo con inclusion
de la fuerza de inercia ya que el sistema elegido est4 acelerado

F;=ma, fuerza de inercia
P=mg , peso del cuerpo
Fr =p N, fuerza de rozamiento
N = normal, fuerza con que el plano empuja al cuerpo
Descomponiendo las fuerzas sobre dos ejes perpendiculares, X e Y, siendo el X
Paralelo al plano y el Y perpendicular al mismo, resulta:
F.cosa = F; + mg sena

N =mg cosa+F, sena
F, =uN

Combinando las tres ecuaciones se llega a:

F.cosa =p mg cosa+p Fsena+mg sena =

= ma(cosa -U sena) = mg(ucosoz + sena) =

:a(l—u taga):g(u+taga) = a= _Hriage
I—-p taga
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35.-En los extremos de una palanca de brazos iguales se cuelgan dos
cuerpos de la misma masa. Uno de los cuerpos se introduce en un liquido
de densidad p; y el otro en un liquido de densidad p, , observandose que
la palanca sigue en equilibrio. Calcular la relacion de densidades entre
ambos cuerpos.

En la figura inferior se hace un esquema de las fuerzas que actian sobre los cuerpos

Tension de la
cuerda="T

A
A

1k
Ul

: e = v
Pe‘sro Empuje =E

Sobre cada cuerpo actiian su peso P, la tension de la cuerda T y el empuje del liquido.
Par ambos cuerpos el peso es el mismo por lo dicho en el enunciado, la tension es la
misma porque la reaccion a cada T estd aplicada en la palanca y ésta se encuentra en
equilibrio, finalmente los empujes han de ser iguales y si los liquidos tienen diferentes
densidades es que los cuerpos tienen diferentes volumenes.

m m d
Vv =V = — =— = @ —=—
1018 20,8 d, P8 d, p,g d, p,
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36.-Un cilindro, de densidad p y altura h, flota en la zona de separacion
de dos liquidos de densidades p; y p,; respectivamente, siendo
P1<p< p2 Determinar la altura x del cilindro que se encuentra sumergido
en el liquido de densidad p,.

Al estar el cilindro en equilibrio es porque el peso del mismo se iguala con la suma de
los empujes que sufre por parte de los dos liquidos. Designamos con x a la parte del
cilindro sumergida en el liquido de densidad p,, por tanto, la altura que estd en el

liquido de densidad p; es h-x, por m a la masa total del cilindro y por S al area de la
base del cilindro.

mg=Shp g=Sxp,g+S(h-x) p,g = hp=xp,+(h-x)p, =
= hp-hp,=xp,+hp = X:—h(p—pl)
! P, =P
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37.-Desde el mismo lugar y con un intervalo de tiempo t se lanzan dos
cuerpos con la misma velocidad v y el mismo dangulo o con la horizontal
¢Cudles son las ecuaciones que describen el movimiento del cuerpo
lanzado en primer lugar visto desde un sistema ligado al cuerpo lanzado
en segundo lugar?

Las ecuaciones del movimiento de los dos cuerpos ligados
a un sistema inercial que esta sobre el suelo horizontal
son:

1
X =vcosa t y=vsenat—5gt2

X'= vcosa (t - T) ;  y=vsena (t - r)— %g(t - 1:)2

El vector de posicion del primer cuerpo respecto del segundo

Fer=xity,j==-x)+(y-y)
Las posiciones vistas desde el segundo cuerpo son:
X, =X—X=vV cosa-t—v cosa -(t—r):v cosa. - T

Y, =y—y=v sena.t—%gtz —v sena‘(t—r)+%g(t—r)2 =Vsena-r—%g(—rz +2tr):>

gr’
=V, = Vsena-r+7—gtr

Las velocidades relativas son:

= :0 ; VX:—:—g"C
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38.-Un tren parte de la estacion a las 12 horas segun el reloj de la
estacion y se desplaza con movimiento uniformemente acelerado. Un
observador situado en el andén frente a la cabecera del tren observa que
su reloj marca las 12 horas cuando pasa por delante de él, el penultimo
vagon. Este penultimo vagon tarda 10 segundos en pasar por delante del
observador mientras que el ultimo vagon emplea 8 segundos. Calcular
cuanto se retrasa el reloj del observador respecto del reloj de la estacion.

Designamos con 1 al tiempo que se retrasa el reloj del observador respecto del de la
estacion y con L la longitud de cada vagon del tren.

La velocidad del tren cuando han transcurrido t segundos es art, siendo a, la aceleracion
constante del tren

Para el pentiltimo vagon su velocidad cuando pasa por delante del observador es at, esto
es, la velocidad del tren

L=ar 10+%alO2

Cuando pasan los dos vagones, penultimo y ultimo del tren, por delante del observador,
el tiempo total es 10+8 = 18 segundos

2L =at 18+%a182
De ambas ecuaciones se deduce:

2(211 10+%a102j:a1: 18+%alS2 = 20t+100=18t+162 = T=6—22=31 S
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39.-Un submarino desciende en vertical con una velocidad constante v.
En un determinado instante emite un sonido que dura un tiempo T, El
sonido se refleja en el fondo del mar y llega al submarino y el tiempo que
dura el sonido reflejado medido en el submarino es T. Si la velocidad del
sonido en el agua es c, determinar la velocidad con la que se sumerge el
submarino.

Designamos con H la altura a la que estd el submarino respecto del fondo del mar
cuando empieza a emitir el sonido y con H’ la posicidon cuando termina de emitirse la
sefial. Con h designamos la posicion del submarino cuando empieza a recibir la sefial
reflejada en el fondo y h” cuando termina. La figura inferior aclara estos valores.

A O
a
AR
U
. h
H th
v v vv

en el fondo y h” cuando termina. La figura inferior aclara estos valores. Las posiciones
se han puesto separadas para claridad de la figura. Entre las posiciones H'y H" el tiempo
transcurrido es T, y entre hy h', T.

H-H=vT, (1) ; h-h'=vT (2)

El sonido emitido en H viaja H+h al llegar al submarino y emplea un tiempo t; y en ese
mismo tiempo el submarino recorre H-h

H+h = H-h = H(C—V)=h(C+V):> H= crv
c % c—V

H+h=ct;H-h=vt, =

h

El fin de la sefial sonora se emite en la posicion del submarino H y esa sefial recorre la

distancia H'+h" cuando llega al submarino empleando un tiempo 1, y en ese mismo
tiempo el submarino recorre H-h".

H+h’ = H—h’ = H'(C—V)= h'(c+v):> H'= crv
c A\ c—vV

H+h'=ct,;H-h'=vt, = h’

Sustituyendo Hy H” en la ecuacion (1)



C+V c+v,, cC+vVv
h - h'=vT, =

C—V C—V C—V

(h—h")= VT,

Sustituyendo en la Gltima ecuacion h-h” se tiene:

c+v C+vVv
vI =vT, =
c—vVv c—vVv

T=T,= cT+vT=cT,-VT,

=

62
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40.-Una masa m proveniente del infinito posee una velocidad v y se
acerca al Sol, siendo su parametro de impacto p, tal como se observa en
la figura.

Hallar la distancia minima a la que la masa m se acerca al Sol.
Constante de gravitacion, G ; Masa del Sol, Mg

Designamos con d a la minima distancia de la masa al Sol y a v4 su velocidad en esa
posicidn. La conservacion del momento angular nos permite escribir

mvp=mvd = vp=vd (1)
Por la conservacion de la energia mecénica

%mv2 +O=lmvj -G

Mim o _ . ,GMy [, GM
d d

Sustituyendo en la ecuacion (1)

GM,

Vp:[ vi+2 Jd: vid* +2GMd-vp’ =0 = d’+

Resolviendo la ecuacion de segundo grado:

2

GM, _ [4G™M; o
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41.-Un cilindro homogéneo de masa m y radio R se hace girar hasta
alcanzar una velocidad angular ®,, luego se coloca suavemente sobre

un plano inclinado de angulo 6.;Hasta qué altura ascenderda el cilindro?
El coeficiente de rozamiento es 1, cumpliéndose que 1> tag 0.

Al principio el cilindro tendrd que ir adquiriendo velocidad de traslacion del centro de
masas al mismo tiempo que su velocidad angular disminuye. El diagrama de fuerzas es
el siguiente:

Las ecuaciones del movimiento, respecto de los ejes OXY, son:
F; —mg sen = ma
F.R =Ia =%mR2 QL
Fy = puN = pmg cos0

A partir de estas ecuaciones se obtiene

2F,  2p mgeos®  2p g coso
mR mR R

a=g(ucosd —senf) ; a=

Para la velocidad lineal del centro de masas
v=0+ g(u cosO — sen@)t
Para la velocidad angular del cilindro

w=m0—at=mo—wt

R
La velocidad del centro de masas del cilindro aumenta y la velocidad de rotacion
disminuye, llegard un momento en el que v =R, y esto ocurre en un intervalo de
tiempo t y el movimiento del cilindro en el plano pasa de ser de rodadura y
deslizamiento a rodadura.
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2u g cosH tj o R

v=0R = g(pcosd—senbt =| o, — R=t= =
g(u ) ( ’ g(ucos@ —send + 2pn cos@)

o, R
g(3u cosf — sene)

Las velocidad lineal del centro de masas y angular del cilindro son:

o, R 3 OJOR(u cos0 — sen@)
g(3u cosf — sen@) - 3u cosB —send

V= g(p cosf — senG)-

_2p g cosh o R P 2u cosO
° R g(3u cose—sene) °(" 3p cosb—send

=0

Desde que el cilindro se coloco sobre el plano hasta el tiempo t, el cilindro ha ascendido
una altura H y ha recorrido una distancia L sobre el plano

2p 2
o R

g’ (3u cosf — senO)2

-t :lat2 :H:%sene-g(u cos@—sen@)-

Csend 2

=

®.R’send - (p cosO — senG)
H=
2g (3u cosf —sen@)2

A partir del momento en que se ha llegado a la rodadura sin deslizamiento, admitimos
que la energia total del cilindro, que es suma de la de rotacion mas traslacion, se

convierte integramente en energia potencial

2
llmz +lmv2 :mgh:>lR2032 +lv2 :gh:>lv2 +lv2 :gh:h:i:
2 4 2 4g

_ 30)§R2(u cos@—sene)2
4g(3u cos@—sene)2

=h

La altura total a la que sube el cilindro es:

o)f)stenO-(u cos@—sen9)+3w§R2(u cosO—senO)2

H,,=H+h=
o _ ’ 2g (3u cos_@_ — sen@)2 4g(3p cosf — sen@)2
H, - w>R’ (u cos0 — senO)_ 2sen6 + 3;; cosO — 3sen9] -
_ 4g(3u c_o_sG — sene)
_ w’R? (u cosf — sen@)_ 3p cosb - sene] _ o R’ (u cosf — sene)

total 4g(3u cosd — sen6)2 4g(3p cos0 — Sel’le)
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42.- En el esquema de la figura M =10 kg y m=5 kg y radio R =8 cm. La
polea fija y la cuerda tienen masas despreciables. La cuerda puede
desenrollarse por la polea movil m sin resbalar.

a) Calcular el menor coeficiente de rozamiento de M con la mesa para
que cuando el sistema esté en libertad la masa M permanezca en
reposo.

b) Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es 0,05 determinar la
tension de la cuerda y las aceleraciones lineales de M y m respecto del
suelo.

a) En la figura 1 se indican las fuerzas que actuan sobre M y m.

IN

M T
< |
Fr Fig.1
T
Mg
mg
Para lamasa M , T-F;, =Ma,,=0
1 ) 1

Para la masa m T-RzIazEmR a:TzEmRa

mg—-T=ma_
a_ =oR

Sustituyendo o de la tercera ecuacion en la primera y an, de la segunda resulta
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=lm g—I = 2T=mg-T = =18
2 m 3

mg m 5
Como T=F, =uN=pMg=—2 = =—=—"_=0,17
R THR=HRME=T P=3M 3410

Si el coeficiente de rozamiento entre M y la mesa es inferior a 0,17 habrd deslizamiento
de la masa M sobre la mesa.

b) Dado que el coeficiente de rozamiento es 0,05 <0,17, la masa M deslizara sobre la
mesa. La polea movil se movera hacia abajo al desenrollarse la cuerda y también al
avanzar la masa M sobre la mesa, respecto del suelo la aceleracion lineal de m es la
suma de la aceleracion de M mas la aceleracion producida al desenrollarse la cuerda.

T
T-uMg=Ma, = ay MM

2T a 2T 2T

m

1 1
T-R=Io=—mR’0c=> T=-mRoe=>> a=—= 2=""— 3 ="
2 2 mR R mR m

a, =aR

mg—sz(aM +am)

Sustituyendo en la ultima ecuacion

T 2T m m
mg—T=m|—ug+—|[=Domg-T=T——-mug+2T=T 3+— |=mgll+u)=
g (M ng mj g T mbe ( Mj g(l+np)

—=T= mg(l""“): 5-9,8-1,05

5 =14,7N
340 3+ —
M 10
T 14,7 m
a,, =——-ug=——-0,05-9,8=0,98 —
MM He 10 s?
am:Z_T: 2-14,7 :5,8822
m S

La aceleracion lineal de la polea moévil respecto del suelo es:

a= ayrtan= 0,98+5,88 = 6,86 ——
S

Podemos calcular la aceleracion de la polea movil de otra manera y es tomando un
sistema de referencia no inercial S’, situado en la cuerda que desciende con aceleracion
apm. En este sistema hemos de introducir una fuerza de inercia contraria a esta
aceleracion .Calculamos la aceleracion relativa ay, respecto de S'.
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E=|—maM|=maM
T T T
mg—-T-ma,, =ma_—a_ :g—a—aM =a, :g—a—ﬁ+ug:

1 1 1 1 m
=gll+u)-T| —+— = a_=98-1,05-147 —+— |=5,88 —
gll+n) (m Mj " (5 IOJ s’

De igual modo, para conocer la aceleracion absoluta sumariamos a esta aceleracion
relativa a,, la de arrastre ay.

F=1IB,2i+IB, af 1-Z|j
2 4
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43.-Una cuerda elastica que tiene una longitud natural 1,, sigue la ley
de Hooke (la fuerza es directamente proporcional al alargamiento).Un
extremo de la cuerda esta sujeta firmemente en A y en el otro (B) se ha
colocado una masa m= 0,2 kg como indica la figura.

ATR A
lo
v
B B
D %0,1 m

La masa m se lleva suavemente hasta que alcanza la posicion de
equilibrio en O. Después se estira la cuerda hasta la posicion Cy desde
alli se deja en libertad a la masa m y se mide el periodo de oscilacion que
esT=2s.

a) Calcular la constante k de la ley de Hooke para la cuerda

b) La velocidad de la masa m en el D siendo OD =0,05 m

¢) El tiempo que emplea la masa m en ir desde C a D

d) La maxima energia cinética de m.

e) Ahora la masa m se lleva hasta el punto A y se deja caer libremente se

pide calcular el tiempo que emplea en retornar por primera vez al
punto A.

a) El periodo de oscilacion de la masa m esta relacionado con la constante k y la masa
m

b) En la posiciéon C la velocidad de la masa m es cero y la distancia a O es 0,1 m, por
tanto, la ecuacion del movimiento armoénico que describe la masa m oscilando a uno y
otro lado del punto O, es :

x= A cos ot =0,lcosz—nt o también x = 0,1sen 2—n+E
T T 2
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_dx

=—=—-Amsenmt
dt

A\

En la posicion D el angulo ot es:

OD=0,05m
\ 0C=A=0,1 m

cos o t =0D/OC=0,05/0,1
o t =60°

oo

v=—0.1Tsen60°= —027™
2 S

ot=600=0"T
180

rad=£rad = t= =—5
3 3

T
3
2n

2

d) La maxima energia cinética ocurre cuando la masa m pase por el punto O de
equilibrio y debido a que el sistema es conservativo esa energia cinética es igual a
la potencial en el punto C.

Ec(0) = Ep(C) = % 1,97-0,1° =9,9.107 J

e) Al llevar la masa m al punto A, la cuerda se dobla y la masa m cae libremente
desde A hasta el punto B en que la cuerda tienen su longitud natural, a partir de
ese lugar la cuerda comienza a estirarse, siguiendo la ley de Hooke, como
consecuencia de ello, la masa m empieza a disminuir su energia cinética que se
convierte en potencial elastica en la cuerda, esto ocurre hasta que la velocidad de
la masa es cero. Si tomamos como referencia de la energia potencial gravitatoria
la posicion de la masa m cuando su velocidad es cero (punto que designamos con
Q) resulta que m en A tiene energia cinética y energia potencial gravitatoria.
Designamos con Ax la distancia entre el punto A y la posicion en que la masa m
tiene velocidad cero.

Ec(A)+Ep(A) = %mvf\ +mgAX = %m(Zgl0 )+ mgAx = %k(AX)Z =
2mg Ax — 2mgl, _

k
= Ax* —1,99Ax -1,99=0= Ax =2,72m

= 2mgl, + 2mgAx = k(Ax)’ = Ax? - 0=

La posicion del punto O corresponde al lugar en que equilibran el peso de la masa m y
la fuerza elastica que sobre ella ejerce la cuerda.

mg = kOA = OA = 08 _ 0298 _ 99,
kK 1,97
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La masa m cae libremente de A hasta B, luego efectia un movimiento armonico de
periodo T=2 segundos y amplitud 2,72-0,99=1,73 m entre B y Q, sigue con movimiento
armonico entre Q y B y finalmente a partir de B se mueve libremente en el campo
gravitatorio. El tiempo total en retornar a A es:

2( tiempo de caida libre desde A a B + tiempo desde B a Q)

Velocidad en Q =0
Velocidad en O, maxima

v } Velocidad en B=/2¢gl
A0 2,72m

vo v

21 .
Tiempo desde A hasta B 1, = %gtiB Sty == /% =0,45s
g ,

El tiempo de B a Q es igual al tiempo desde Q a B
Posicion de la masa m en B

< 0B=099m
B 0Q=1,73m

sen = OB/0Q=0,99/1,73

(o}l B=34.9°
(0 toB

Q otop=90+34,9=124,9°

T 218 2]18
tog =1249°=1249-——rad =218rad = t,; =—=——=—-=0,69
1y 180m rad =t 2 - s
T

Tiempo de retornar a A = 2*(0,45+0,69) = 2,28 s
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44.-Desde una altura h sobre el suelo y en direccion horizontal se lanzan
simultaneamente dos cuerpos con velocidades v; y v, El primero hacia la
derecha y el segundo hacia al izquierda. Calcular la distancia entre
ambos cuerpos cuando sus vectores velocidad sean perpendiculares entre
Si.

Tomando los ejes X e Y sobre el suelo, las ecuaciones de los cuerpos son

1 dx
=ity =hoget’ vy =Tghsv vy =g
1 dx
X, =-Vvt y, :h_Egtz v(2)x :d_tlz_vz V(2)y =gt

Escribimos los vectores velocidad de cada cuerpo en funcion de los vectores unitarios
sobre los ejes:

V)=vi-gtj 5 V@=-v,i—gt]

Si los vectores velocidad son perpendiculares su producto escalar es nulo, lo que
sucederd en un instante t,.

ViV,

g

v(1)-v2)=0=v,v,—g’t; = t,=

Llevamos el instante tp , a las ecuaciones de las posiciones en la direccion del eje X de
los cuerpos y restandolas calculamos la distancia entre ellos.

W_{_Vz \/VleJ: ViV (
g

Ax =X, (t,) =X, (t,) = v, Vv, +V,)

g g
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45.- Supongamos que la energia potencial de un cuerpo esta dada por

la expresion E p =%kx2 , siendo k una constante. Si la amplitud de la

oscilacion es xy , para una distancia x la velocidad es v.;Cudl seria la
velocidad para una amplitud nx, y para una distancia nx? Demostrar
que el periodo de la oscilacion no depende de la amplitud.

Teniendo en cuenta que la fuerza es igual a menos el gradiente de la energia potencial
y dado que el movimiento es monodimensional, podemos escribir:

d*x d*x

dE, d N
dt? dt?

F=- = —(lkxzj=—kx=ma=m

k
- =——x (1
dx dx\ 2 m M

La ecuacién (1) es una ecuacion diferencial tal que x es una funcion que derivada dos
veces nos dé de nuevo la funcion, esta funcion es una funcién armoénica

2

X = Asenot = i—: = Aocosot = i; =—Aw’senot =-0°x (2)

Identificando (2) con (1)
ol =X o (Ej=£:> T=2m 2
m T m k

El periodo es independiente de la amplitud. Se trata de un movimiento arménico simple.
Podemos aplicar el principio de conservacion de la energia, entre un punto cualquiera
del recorrido y el de amplitud.

De las dos ecuaciones se deduce:

\'% 2 ,
— =N = vVv=nv
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46.-Un péndulo simple esta formado por una cuerda de masa
despreciable y longitud I, y una pequeiia esfera de hierro de masa m. El

periodo de este péndulo es T, =2rn \g . Si este péndulo se hace oscilar:

a) en el campo gravitatorio y por encima de un imdn, siendo Fyla fuerza
magnética perpendicular que actua sobre la esfera de hierro el periodo
cambia a T,.

b) Si se hace oscilar entre los polos de un imdan que provoca una fuerza
magnética horizontal el periodo es T,. Calcular la fuerza magnética en
cada caso. Calcular para el caso b) el valor del angulo que forma el
péndulo con la vertical en su posicion estable.

a) Las fuerzas que acttian sobre la esfera de hierro son las indicadas en la figura

A en equilibrio B ol
y €N reposo oscilando
T
T
FMll \\
mg mg
A B

Fig.1

Descomponiendo las fuerzas peso y Fy en direccion perpendicular a la direccion del
hilo y teniendo en cuenta que 0 sea pequefio,sen0 = 0, y que el valor del arco es igual
al valor del angulo en radianes por el radio, podemos escribir:

(F,, + mg)send =F = (F,, +mg)0 =F= (F,, + mg) ?: F =kx
. F, + mg
Siendo una constante f =k resulta finalmente: F=k-x

Se trata de un movimiento arménico cuyo periodo es:

T1=2n\/§=2ﬂ: Mmoo M
k Fy + mg F,, + mg F, +mg
1
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Combinando la tltima ecuacion con la del péndulo simple:

T2_4EZL1 -T!=5__ "
: F,, + mg * 1F, +mg

|
\
\
\
\
\
\
R

A en equilibrio

y en reposo B oscilando

Fig.2

Ahora actian dos fuerzas perpendiculares sobre la esfera de hierro que dan lugar a una

resultante F, = q/(mg)2 +F y auna posicion de equilibrio del péndulo que forma con

la direccion vertical un angulo ¢. Si ahora el péndulo se separa un angulo pequefio 0 de
la posicion de equilibrio el péndulo oscila.

Fosen0=F= F, 0=F= [ (mg)2+FI\24)?=F — F=kx

(mg)2 +F

Siendo una constante =k

Se trata de un movimiento armoénico cuyo periodo es:

T2=2n\/§=27t —
k

= T, =(2n) o ml
(mg) +F2 (mg)’ +F,
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Para el péndulo simple tenemos:

2
T, =2n 1 = T:=(2n)4—
g g

2

A partir de las dos ultimas ecuaciones

212 4 2 212 4 2 2
T¢  (21)* m-1 :Tog m-1 2+F2:Togm
T T e

T T
= F=(mgf 2 -(mef = By =mg | -1

Para calcular el angulo ¢, observamos la figura 2.

mg
tag¢——— V ) T! 1_\/T4 T, 1-cos’¢ _ T!-T,

mg T4 cos’¢ T,

2

1 T! T

= ——1=—-1 = cosg=|->
cos”1 T, T,

2
T2
=arcCos| —
¢ (To j
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47.-Una cuerda se encuentra en reposo sobre dos planos inclinados que
forman con la horizontal el mismo dngulo 6. La cuerda tiene una
densidad por unidad de longitud uniforme p, y el coeficiente de
rozamiento con los planos es la unidad. En la figura se observa que parte
de la cuerda (longitud L) permanece en el aire y otras dos partes (de
longitud cada una 1), estan sobre los planos. El sistema tiene simetria
derecha izquierda como indica la figura. Se pide cudl es la mayor

fraccion de la cuerda (¢ = ) que estd en el aire y para qué angulo 0

L
21+ L
ocurre que & alcanza su valor maximo y cudl es el valor de &

<—l> 7

Analizamos las fuerzas que actian sobre la longitud de cuerda 1 que esta sobre el plano
inclinado de la izquierda.

N es la fuerza con que el plano empuja a la cuerda, Fr es la fuerza de rozamiento = uN,
T es la fuerza con que la cuerda que esta en el aire tira de 1. La reaccion a esta fuerza
esta aplicada en L.

Dado que el trozo de cuerda 1 estd en reposo se cumple.



z F,=0; Fgsenb+ Nsenf —Tsen6-pl=0
z F =0; -F;cos0+Ncosp+Tcos0=0

Como 0 y 3 son dngulos complementarios: sen =cos0 y cos[3=sen0
FysenO + NcosO —Tsenf =pl = pNsenf+ NcosO—Tsenf =pl (1)

2)

uNcosd — Nsenf = Tcosd = T= uNcosO — N senf

cos0

Para la cuerda de longitud L que esta al aire:

0 o
SN—

v
Peso=pL

Teniendo en cuenta que L se encuentra en equilibrio
2Tsenb=p L (3)

Sustituimos (2) en (3)
) uNcos6 — Nsenf

> cos senf=L (4)

Sustituimos (2) en (1)

pNsen6® + Ncosd  pNcost — Nsend
p pcosH

send =1 (5)

Llevamos 1 y L a ¢ (definido en el enunciado del problema).

5 uNcosO — Nsenf e

no
e L pcoso
21+ L - _
+ ) uNsenb + Ncosd ~ uNcost — Nsenf send |42 uNcos0 — Nsenf send
p pcosH pcosH

Teniendo en cuenta que p = 1

(cos@ — sene)sene
cosb _ senbcosO — sen’0

E=

= 6
sen0 + cosd senf cosO + cos’0 ©)

78
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Como nos piden el valor maximo de €, derivamos la ecuacion anterior respecto de 0 e
igualamos a cero.

de _ (sen@ cosf + 00526X— sen’0 + cos’0 — 2send cos@)

do (sen@ cosO + coszf))2

~ (senO cosd — senZGX— sen’0 + cos’0 — 2send cosG) 0
(senG cos0 + coszé))2

Al igualar a cero resulta que en principio son posibles dos soluciones

(— sen’0 + cos*0 —2sen 0 cose) [(sen 6 cosO + cosze)— (sen 0 cosb — sen29>]

(sen@ cosO + c0s29)2 =Y

sen0cosd + cos’0 = senBcosd —sen’® = sen’0+cos’0 =0
Conduce a una relacion correcta pero no relacionada con el problema ya que, la
solucion es 6 =0 con lo que el suelo es horizontal.

La otra solucion posible es:

—sen’0 +cos’0—2senfcos® =0 = cos20—-sen20=0 = 1-tag20=0 =
— tag20=1 = 0=22,5°

Sustituyendo en la ecuacion (6)

sen22,5°c0s22,5°—sen”22,5°
g =— _ = 0,172
sen22,5°co0s22,5°+cos” 22,5°

Vamos ahora a representar ¢ frente a 6.

0,2
0,18
0,16 60*' '4.“

0,14 o’ ®.

' *° hCS
0,12 X (R
0,08 ® *
0,06 { e °
0,04 -

0,02 1q 1\
O R S S S S S S R L

-0,02

fraccion de lacuerda

0 10 20 30 40 50

angulo/®
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48.-Una particula puntual de masa m estd situado en lo alto de un
hemisferio de masa M. La particula comienza a deslizar hacia la derecha.
Se pide el angulo 0 para el cual la particula abandona el hemisferio. El
angulo 0 se mide desde el centro de la base del hemisferio. Se considera
que no existe rozamiento entre el hemisferio y el suelo ni entre la
particula y el hemisferio.

R

Calcular el valor de 0 cuando m=M, m<<M, m=100 M.

Este problema es una variante de uno clésico en el que se considera que el hemisferio
estd fijo. Aqui nos encontramos que si m se mueve hacia la derecha el hemisferio se
desplaza hacia la izquierda.

En la figura 1 se consideran dos sistemas de referencia: OXY y O’X"Y". El primero esta
ligado al suelo y es un sistema inercial, el segundo estd ligado al hemisferio. En el
instante t=0 ambos sistemas son coincidentes

vy Y’ Y
r
X ? \
0’0 X o X O X
t=0 t=t
Fig.1

El instante /=t se considera cuando la masa puntual m, se desprende del hemisferio.
Durante ese intervalo de tiempo el sistema O’X"Y" es un sistema no inercial ya que el
hemisferio se esta acelerando por la fuerza de reaccion N'. En la figura 2a se indican
las fuerzas que acttian sobre la masa puntual (cuando todavia no se ha separado del
hemisferio) y en la 2b las fuerzas que actian sobre el hemisferio. N” es la reaccion a N y
esta aplicada en el hemisferio, mientras que N lo estd en la masa puntual m. Entre los
instantes =0 y t=t , N’ existe y da una componente horizontal que empuja al
hemisferio hacia la izquierda produciendo en ¢l una aceleracién y por esta razon el
sistema O'X"Y" es un sistema no inercial , pero cuando m se separa de M ya no existe
N’ y por tanto a partir de ese instante O’X"Y" se desplaza con velocidad constante
constituyendo un sistema inercial.
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Fig.2a
Volviendo a la figura 1, designamos las velocidades respecto del sistema OXYZ con Vi
la velocidad del hemisferio hacia la izquierda en el instante t=t, y vy e y vy a las
componentes de la velocidad de m justamente en el momento en que se separa de M, o
lo que es lo mismo cuando t=t..

Respecto del sistema O"X"Y " las componentes de la velocidad de m son (v +Vy; vy)

Para el sistema OXY, podemos aplicar el principio de conservacion de la cantidad de
movimiento sobre el eje X.

mv, =MV, = V, :%Vx =ev, (1)

Desde el sistema O’X'Y’, la velocidad de m es tangente al hemisferio, esto es,
perpendicular a la recta OB, luego:

Y'A

Vy
v. +V

X X

tagh = =V, = tagb(v, +V, )= v, = tag@(vx +ev )= tagh-v (1+e) (2)

Desde el sistema de referencia OXY aplicamos el principio de conservacion de la
energia:

mgh = %m(vi + Vi )+%MVK2
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SiR es el radio del hemisferio y sustituimos Vy y vy, resulta:

ng(l—cosO)=%m v +Vo ~tag29'(1+8)2]+%M82Vi =

2gR (1 - cosh) :\/ 2gR (1 - cosh) 3)
2 I+

1+(1+s)2tag29+M8 (1+2) tag’0 +e
m

Teniendo en cuenta que Vi es la maxima velocidad que puede recibir el hemisferio, ya
que a partir del instante t=t su velocidad no puede aumentar mas, puesto que no existe
fuerza que lo acelere y teniendo también presente que Vy= €vy, siendo € una constante,
se concluye que vy debe tener un valor maximo y por ello derivamos la ecuacion (3)
respecto de 0 e igualamos a cero.

(1 +(1+¢) -tag’0 + s)(2gR senf)—2gR(1—cosB)-2-(1+ &)’ tagh

cos’0
v, _ (1+(1+s)2 -tag26+.c;)2 oo
a0 2\/ 2gR(l—c0s0)
1+(1+¢g) -tag?0+e
= (1+(1+g)2 .tag26+a)(2gRsen0): 2gR(1-cos6)-2-(1+¢ » send 12
cosf cos“0

2
= (1+8>{1+(1+8)~ senze} =2-(1+¢&) 1—0(3)56 = [COS26+(1+8)'SCI’129]=
cos“0 cos’0

=2.(1+8)1—c0s0
cos 0

m . o .
a) Como — = ¢, cuando m= M , ¢ =1, sustituyendo en la Gltima ecuacion resulta:

—4= cos’0+

=6 (4
cosH cosH @

[00529 + 2(1 - cosze)] = 4( ;:056

Para resolver la ecuacion (4) recurrimos a un procedimiento de tanteo:
Para 6 =40° 5,8<6 ;Para 6=42° 5,93<6 ;Para 6 =43° 6,20>6;
Para 6=42,9° 6=6

b) Cuando m<<M , ¢ =0
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2 —cosf
cos0

cos?0 +sen’0 =

= c0s0 =2 —cosd = cosb =§:> 0 =482°

Esta es la solucion del problema clésico cuando el hemisferio esta quieto.

¢) Cuando m=100M , €=100

cos’0+101sen’0 = 202 =202 cosf = c0s’0+101-101cos’0 = 202 202 =
cos0 cos0
2.02
= 303 —100cos’0 =£: cos’0 + 0 =3,03 (5)
coso cosf

Resolvemos la ecuacion (5) por tanteo
Para 0 =15° 3,02<3,03; Para®=16° 3,025<3,03,Para0=17° 3,027<3,03

Para 6 = 18°, 3,028<3,03 ; Para 6 =19°, 3,03=3,03
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49.-Un cilindro hueco tiene un radio R, en el interior del mismo descansa
otro cilindro macizo de radio r, siendo r mucho menor que R. El cilindro
de radio r se separa un angulo pequeiio de su posicion de equilibrio y se
deja en libertad. Calcular el periodo de oscilacion en los dos casos
siguientes: I) No hay rozamiento entre ambos cilindros, Il) existe el
suficiente rozamiento para que el cilindro pequeiio ruede sin deslizar por
el interior del grande.

I) En el primer caso al no haber rozamiento, el cilindro pequefio de radio r desliza y el
movimiento de éste, es como el de un péndulo simple con la masa concentrada en el
centro de masas. El centro de masas de ese cilindro describe al oscilar un arco de radio
R-r, tal como se indica en la figura 1.

Sobre el cilindro de radio r actiian dos fuerzas el peso mg y la fuerza normal N con que
el cilindro de radio R empuja al otro cilindro. El peso se puede decomponer en dos
fuerzas, una mg sen 0 y otra mg cos 0. La fuerza que hace oscilar al cilindro es mg
senB, pero para angulos pequeiios podemos aproximar el seno 6 al angulo 6 expresado
en radianes y asi poder escribir:

2 2
ey = 49, ¢ 4

mg6:—ma:—ma(R—r):—m i TRos

La ecuacion diferencial representa un movimiento armonico simple cuya pulsacion vale.

- :(Ejzz & oo RET
R-r T R-r g
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IT) Las fuerzas que actuan sobre el cilindro pequefio son tres: peso =mg, empuje N y
fuerza de rozamiento Fr que al no pasar por el centro de masas produce un momento.

Fig.2

Las fuerzas que hacen oscilar al cilindro y provocan aceleracion sobre ¢l son: mg sen6
y Fr. Ademaés el cilindro rueda sin deslizar debido al momento de la fuerza de
rozamiento respecto del centro de masa del cilindro. Las ecuaciones del movimiento
admitiendo que el angulo 6 es pequefio son las siguientes:

mg0 —-F, =ma,,

FRr:Ia:%mrz(x: Fq ==

Aoy =0T
Llevando las ecuaciones segunda y tercera a la primera resulta:

mg@—w=mar = g0=§r(x = (x=gg—e (1)
2 2 31

Cuando el cilindro pequefio da una vuelta completa su centro de masas describe un arco
de longitud 27t (R-r) al cual corresponde un dngulo que designamos con f3.

Supongamos que el cilindro pequefio describe al rodar un dngulo df con lo que su
centro de mas avanza un trozo de arco dL, al cual corresponde un dngulo do.
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Fig.3

En la figura 3 se observa que dL = d6(R —r)). Si nos fijamos en el cilindro que rueda

(para ello se ha dibujado una figura aparte) éste ha girado un angulo df al mismo
tiempo que el centro de masas describe un arco de longitud dL. Si el cilindro diese una
vuelta completa (2 m radianes) el centro de masa hubiese avanzado 2w r metros, por
tanto:

2n radianes _ df - _dL do(R —1)
2nr metros dL r r

Si derivamos la ultima ecuacion con respecto del tiempo obtenemos

B d0 R-r
dt? dt? r

2
Como (ciltE es la aceleracion angular oo que segun la ecuacion (1)
2 _ o) 2 _ 2
:_d?R ro_ g6:_d29R ro_ d26+g g2 o9_0¢
dt r 3r dt r dt® 3R-r

2
032:g g n)y 2 g — T=2n M
3 T 3R-r 2g
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50.-Un cohete posee una masa inicial m, constituida por el armazon del
cohete y el combustible. Se dispara en posicion vertical. El combustible se
consume de forma constante a razon de p = dm/dt y se expele con una
velocidad constante u con relacion al cohete. Si se desprecia la
resistencia del aire encontrar la expresion de la velocidad del cohete en
un tiempo t después de la salida.

El problema se resuelve mediante la aplicacion del principio segun el cual, el impulso
mecanico es igual a la variacion de la cantidad de movimiento.

En un tiempo t después de la salida del cohete la masa del cohete es: m,-pt y posee
una velocidad v. Transcurrido un incremento de tiempo At se expulsa una masa de
combustible Am con velocidad u respecto del cohete. El cohete tiene ahora una masa
m,-pt -pAt y adquiere una velocidad v+Av

1) Cantidad de movimiento del cohete: (m, —pt)v

2) Impulso de la fuerza peso sobre el cohete: - (m0 -p t)g At

3) Cantidad de movimiento del cohete inmediatamente después de la expulsion
(m0 —-pt— pAt)(V + AV)

4) Cantidad de movimiento de la masa expulsada: - Amv_ = —p At(u —v)

Como sobre el sistema cohete-combustible las fuerzas que se producen en la
combustion de los gases son interiores al sistema, entonces el momento lineal total del
mismo permanece constante.

(m, —pt)v-(m, —pt)g At=(m, —pt-pAt)(v+Av)-pAtlu-v) =
= (m0 —pt)v-(m0 —pt)g At :(mo —pt)v+(m0 —pt)AV-pAtV-pAtAV-pAtu+pAtV:>

_Av_ pu

= -(mo—P’[)gAt:(mo_pt)AV'pAtu:> _g_ﬂ m, —pt
0

Si At tiende a cero, separamos variables e integramos

v t
IdV=J.(—g+ Pt Jdt:—gtvtg[ln(mo—pt)—lnmo] — v=uln—e —gt
o 0 m, —pt ~P

[}

La manera anterior resulta tediosa de realizar, por lo que resulta mas rapido utilizar la
ecuacion general para un sistema de masa variable.

dv - _dm
m—=F+u—
dt dt
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Si la aplicamos al caso del cohete y consideramos la vertical dirigida hacia arriba como

positiva, tenemos que la masa al cabo de un tiempo t es:

dm
dt

el signo menos de este cociente es debido a que el sistema pierde masa, en el caso de
que la ganase seria positivo.

my-p t, F es la fuerza exterior F =-(my-p t) g, la velocidad # es—u y —p

t

\
(m0 —pt)ﬂ:—(mo —pt)g+up:> IdV:J‘{—g+u—p}dt:>
dt 0 0 m,

[

m, —pt

= v=uln - gt
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51.-Un vagon cargado de arena tiene una masa total M en el instante
inicial, y se desplaza por una via mediante la accion de una fuerza
constante F' con direccion horizontal. El vagon suelta arena debido a un
orificio que existe en el fondo del mismo, siendo Am la cantidad
evacuada por unidad de tiempo. En el instante t=0, la velocidad del vagon
es nula. Hallese la velocidad y aceleracion del vagon en funcion del
tiempo.

- ., . . dv. - _dm
Utilizamos la ecuacién para un sistema de masa variable. ma =F+ UE' Al cabo de

un tiempo t de iniciado el movimiento, la masa del vagon es M- Am t, la fuerza exterior
es F y u, la velocidad de la arena respecto del vagon, es nula, por ir en €l.

(M—Amt)ﬂzF:jdijdt = v=——In(M-Amt)+Cte
dt M —-Amt Am
Cuando t=0 , v=0
Oz—ilnM+ctecCte:ilnM
Am Am
Vz—iln(M—Amt)JrilnM = V= F In M
Am Am Am M-Amt

L_dv_ F 1 [ =M(-Am) T
dt Am M (M —Amt)’ M —Amt

M-Amt
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52.-Una pequeiia masa comienza a deslizarse por un plano inclinado de
dangulo a. El coeficiente de rozamiento es directamente proporcional al
camino recorrido por la masa (u = ks).Calcular el camino recorrido por

la masa hasta que se para y la velocidad maxima que ha alcanzado en
dicho recorrido.

La masa cuando inicia su movimiento tiene una cierta energia potencial y carece de
cinética. Cuando se para no tiene ni energia cinética ni potencial. La energia potencial
perdida se ha empleado en el trabajo de rozamiento efectuado a lo largo del camino
recorrido.
St s2
W, = Iksmgcosads = kmg cos a?f
0

Designamos con h , la altura que desciende la masa desde que inicia el movimiento
hasta que se para, teniendo en cuenta que el camino recorrido sobre el plano es s , se

h T , .
deduce que: seno=— = h=s;sena, y la pérdida de energia potencial es:
S¢

mgs, sena.Igualando el trabajo de rozamiento con la pérdida de energia potencial

2

S 2taga
kmgcosa?f:mgsfsena = s = g

k

El diagrama de fuerzas sobre el cuerpo nos conduce a

dv dv ds dv
mgsena—F, =ma = mgsena—-ksmgcoso=m—=m—-—=m—
dt ds dt ds

2 2
:j(gsena—ksgcosa)ds=jvdv = gs sena—kgcosa%=%+Cte

V=

Cuando se inicia el movimiento s = 0 y la velocidad es nula, luego Cte=0.
Para buscar la velocidad maxima derivamos la ecuacion de la velocidad con respecto a
la variable s e igualamos a cero



? 2 -2k
V:\/ngsena—Zkgcosa%:ﬂ: gsena gscosa - =0 =
S
2\/2gssenoc—2kgcosozS2
N Sztaga
k

Llevando el valor de s a la ecuacion de la velocidad

2 2 ) "
V=\/2gtaga-sena—kgcosa-tagza: pg X &, 5 @ :\/m
k k kcoso ~ kcosa k

91
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53.- Un rio tiene sus orillas paralelas y la distancia entre ambas es L. La
velocidad de la corriente es constante y de modulo u.

a) Con una lancha se desea ir desde A en una orilla, hasta B en la otra
orilla con la condicion de que la velocidad de la lancha sea la minima

posible (fig. 1a ).
a) Determinar el valor de v ,inime
b) Admitiendo que u>v (v, velocidad de la lancha), se parte del punto A

y se desea llegar a la orilla opuesta con una deriva minima, esto es, con
un valor de s yinimo, (fig 1b). Determinar el valor de la velocidad.

a)

Fig.1a

>
=) 2

En la figura la, v es la velocidad de la lancha, V es la velocidad resultante de la
velocidad del agua y de la lancha. La direccion de V es la recta AB, puesto que se
pretende salir de A y llegar a B. En la mencionada figura v es una velocidad cualquiera
y no la minima que es lo que pide el problema. Observe que son invariables uy s.

Proyectamos las velocidades sobre los ejes X e Y.

u—VvCoS S
u-veosp _s

Vsena=u-vcosp ; Vcosa=vsenf = taga=
vsen 3 L

Lu
LcosP+ssenf

= Lu—-Lvcosp=svsenf = v=

Como el problema nos pide la velocidad minima derivamos v respecto de 3 e igualamos
a cero.

dv _ —Lu(~Lsenp +scosf)
dp (Lcosp +ssenB)’

=0 = —-Lsenf+scosp=0 = tagB:%:taga
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A la vista de este resultado:

Lu B Lu Lu+vL? +5s? ~ Lu

Vinin = - = -
Leosa+ssena | L s L’ +s’ VL2 452
AB AB
s
. >
x
e Fig.1b
L - 4 \\R
y b X
u

En la figura 1b se ha representado un valor cualquiera de s, que no es el minimo pedido
por el problema. R representa la velocidad resultante que corresponde a s.

Rsenp=u-vcosy ; Rcosp=vseny = tag(pzw=i =

vseny L

u—vcos
= =L 2T

@

vseny

Si s ha de ser minimo, derivamos s con respecto a vy, e igualamos a cero.

d . —(u- .
a5 _ Ysemy-vseny 2(u ZVCOSY) VEOSY _ = visen’y —uvcosy+v’cos’y=0=
dy v sen“y

A%
= cosy=—
u

Sustituyendo el valor del coseno en (1), resulta:

2 2
u’ -v
u-—-v-—
L 2 2
Smin = L =L U =—Au"-v
2 V[ 2 2 Vv
=Y. —Au -v
v 5 u
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54.- Una particula P describe una trayectoria circular de radio R, con

velocidad angular @y aceleracion angular c.

R es el vector de posicion de la particula respecto del centro de la
circunferencia. Determinar la velocidad y aceleracion de la particula
para un observador en reposo, e identificar las componentes intrinsecas

de la aceleracion absoluta

El vector de posicion de P en un instante t, respecto
de los ejes inerciales en O es:

R = Rcosg0T+Rsen(pj con @ =@(t)

El vector velocidad es su derivada respecto del
tiempo:

v =—¢Rsen(pf +¢Rcosq)j = mR(— sengof + COS(pj)

[1]

El vector contenido en el paréntesis es un vector
unitario situado en una direccién perpendicular al
vector Ry como la trayectoria es una circunferencia
tiene la misma direccion que la tangente, recibiendo
el nombre de vector unitario tangente 7. La
ecuacion anterior [1] se puede también escribir.

v=0RT7T
Ahora bien, si definimos el vector velocidad
angular @ como un vector en la direccion del eje de
rotacion Z, cuyo sentido lo proporciona la regla del
sacacorchos, entonces @=wky si establecemos y

verificamos el producto vectorial ¥ =&xR [2]

i ik

v=| 0 0 ® :coR(—sengoT+cos¢j)

Rcosp Rsengp 0

Resultado que al coincidir con [1] confirma la ecuacion [2].

Para calcular la aceleracion respecto de O, vamos a derivar el vector velocidad respecto

del tiempo.

a = ®R(—sen (pf +COS¢3) + oR(—¢cos gof —(/)sen(pj) =

= ®R(-sen (of + COS(pj) —®’R(cos (of +sen¢)j)
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Cambiando @ = o modulo de la aceleracion angular resulta:
a = oR(-sen (pf + cosgoj) — ®’R(cos (pf +sen(pj) =aR T-w’R [3]

El primer vector de [3] es tangente a la trayectoria, se conoce como aceleracion
tangencial, mientras que el segundo tiene direccion radial con sentido hacia O como
indica el signo menos, se conoce como aceleracion radial o centripeta.

Si derivamos la ecuacion vectorial [2] respecto del tiempo inmediatamente obtenemos
también la aceleracion.

52&xﬁ+6x§=&xﬁ+(ﬁx(€)xﬁ) [4]

Estando por definicion el vector aceleracion angular «en la direccion del eje de
rotacion y su sentido coincide con el de &, en el presente caso. En consecuencia
a=ok

El primer sumando de [4] es la aceleracion tangencial y el segundo en la aceleracion
centripeta. Verifiquese que sale igual que en [3]; efectuando los productos vectoriales
que aparecen en los dos sumandos de [4].

Una alternativa inmediata y breve es la siguiente:

Utilizando coordenadas polares el vector de posicion es R = Rii, ; derivando respecto del
tiempo y considerando que la derivada de un vector giratorio de modulo constante

(demostracion obvia que esta en cualquier texto) es du: _Gx U,
V:%:Rdj{ =Roxu,
Volviendo a derivar.
=B _RI0 G R e g 0

=R—xU,+RoOXx0Ox1,
t dt dt dt
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55.-Una plancha de masa m, esta situada sobre un suelo horizontal,
siendo p, el coeficiente de rozamiento. Una barra de masa my, y longitud
L se apoya por un extremo sobre la plancha y forma con la vertical un
angulo a, por el otro extremo estd articulada en A que permanece fijo
(ver la figura inferior). El coeficiente de rozamiento entre la plancha y la
barra es .

a) Mediante una fuerza horizontal T; aplicada en la plancha se desea
que ésta se deslice hacia la izquierda a velocidad constante, determinar
T,. b) Realizar el mismo caso pero para que la plancha deslice hacia la
derecha.

A,

a) Cuando la plancha deslice hacia la izquierda los diagramas de fuerzas sobre la
plancha y la barra son los siguientes:

ANsS
A
Fop = 1o Ny
> pr a
Frp= tpNs mtg
v
mpg

Fuerzas sobre la plancha:

Peso de la plancha =m,g ; Fuerza que el suelo ejerce sobre la plancha = N
Fuerza con que la barra empuja a la plancha = Ny,

Fuerza de rozamiento entre la plancha y el suelo =Fg,

Fuerza de rozamiento entre la plancha y la barra = Fy,
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Fuerza aplicada en la plancha para que deslice hacia la izquierda con velocidad
constante=T]

Fuerzas sobre la barra:

Peso de la barra = mpg ; Fuerza con que la plancha empuja a la barra =Ny, : Las
fuerzas Nyp y Npp son accion y reaccion y por tanto tienen el mismo modulo.

Fuerza de rozamiento entre la barra y la plancha = Fy;, Las fuerzas F,, y Ny, son accion
y reaccion y por tanto tienen el mismo modulo.

Reaccion en la articulacion A = Ra. En la figura se ha dibujado en una direccion
cualquiera, pues a priori no puede saberse como esta dirigida.

Como la plancha desliza a velocidad constante se cumple: que la suma de todas las
D E =0
D F, =0

fuerzas aplicadas debe ser nula: » F=0 =

T —p, Ny =p, Ny, =0 5 Ny=mg+N, = T, _l"lp(mpg+Nbp)_l"lebp =0 (D

La barra se encuentra en reposo, si empleamos la condiciéon de que la suma de los
momentos respecto de la articulacion A es cero, evitamos introducir la reaccion en la
articulacion R, y asi calculamos directamente la reaccidn Np,. Los momentos que sean
perpendiculares a la barra y dirigidos segun el dibujo hacia fuera del papel, se tomaran
positivos y en sentido contrario negativos.

L m
mbg-E-sena—pr ‘L-sena—F, -L-cosa:O:Tbg-sena—Nbpsena—Fbpcosazo

m
M8 N N ) N, =
= —,seno—Nyseno— Ny, cosa=0= bp =

sena + [, cosa

Sustituyendo Ny, en la ecuacion (1)

m,gsena

T, —p,m,g —(u, +u,)- )=0 =

2(sen o+, cosa

m,gsena

= T =upmpg+(up +ub)- (2)

2(sen o -+, COS oc)
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b) El diagrama de fuerzas cuando la plancha desliza hacia la derecha

Ns
Fop = tb Nop

< Nob
\ Ty p

< F.;

Frp= HpNs b

myg
mpg

Aplicando de nuevo las condiciones ZF =0a laplanchay 21\7[ =0a la barra, resulta:
Ty —p,(m,g+ Ny )=u, Ny, =0 (1)
L _ m,g _
mbg-g-sena—pr -L-sena+F, -L-cosa=0= T-sena—Nbpsena+Fbpcosa =0

m,g

-sena
m,g

=

-sena— N seno+ N, cosa=0= N, =
sena — |, cosa

Sise compara con las ecuaciones anteriores resulta que la unica diferencia es cambiar un
signo mas por uno menos.

m,gsena

T, = Hpom, g+ (“p Tl ) 2(861’1(1 1, cos (1,) (3)

Si se compara T; con Tp resulta que siempre Tp>T;, ademas puede ocurrir que Tp sea
infinito si se cumple que seno=p,cosa = pu, =taga, con lo cual es imposible

deslizar la plancha hacia la derecha si_p, > taga.
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56.- Una particula se encuentra inicialmente en la esquina superior
(punto A) de una puerta rigida que gira alrededor de un eje vertical con
velocidad angular constante ®'. La particula se mueve por el borde
superior de la puerta con velocidad constante v,. Determinar, expresando
los resultados en el sistema movil S', que gira solidario con la puerta: a)
velocidad relativa de arrastre y absoluta de la particula en funcion del
tiempo, b) aceleracion relativa, de arrastre, complementaria y absoluta
en funcion del tiempo

>

=

’

><
=

La ecuacion cinematica de velocidades es: V=V, +@Ox1 +V'

a) La velocidad relativa, es decir definida desde los ejes moviles en O” vale:

= =
Vi=—v, 1

En este problema, la velocidad de arrastre debida al movimiento de los ejes moviles
resulta:

Por no efectuar traslacion v, =0
=

Debido a la rotacion vale: ~ ®@x T’ = ok'x (hE' +(1- VO‘[)?)Z o(l-v,t);

La velocidad absoluta v = —v_i’+ o(l—v,t)j’

c) La ecuacion cinematica de aceleraciones es:
e e oy de L, L,
d) a:ao,+co><(co><r’)+d—><r'+2co><v’+a’
t
s . ;. - d‘_/;' d g}
La aceleracion respecto de los ejes moviles a' = > = d—(— Vv, i ):
t t

Las aceleraciones de arrastre:
a, =0

dx(@x7)=okxo(l-v,t))'=-o*(1-v,t)i’
do _, _
—x1'=0; pues w=cte

dt

La aceleracion de arrastre vale: a

o

=—o*(I-v,t)i’

arrastre
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La aceleracion complementaria o de Coriolis:
T Ao 1 ) By
a. =20xv=20k xvo(— i )——203 A

La aceleracién absoluta: da=—>(1-v,t)i'=20v, j'
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57.-Un satélite de la Luna se encuentra a una altura h de su centro. Va
provisto de una camara fotogrdfica de distancia focal 500 mm. En la
Tierra existe una camara igual a la anterior. Se realizan al mismo
tiempo dos fotografias de la Luna, una desde la Tierra y otra desde el
satélite. Los didametros de la imagen de la Luna obtenidos en cada caso
son d;i= 4,5 mm y d,=250 mm. Determinar el periodo de rotacion del
satélite.

La intensidad del campo gravitatorio en la Luna es 1/6 del de la Tierra.
La distancia Tierra Luna es D = 380000 km.

La distancia Tierra-Luna es tan grande que en la cadmara fotografica situada en la
Tierra se obtendra una fotografia completa de la Luna y la imagen estd situada en el
plano focal.

Fig.1

La figura 1 es un dibujo (no a escala) cuando la fotografia se hace desde la Tierra. De
los tridngulos se deduce:

Rzi = RL:
R, 4

Dd, 380000km-4,5.10"m
2f 2-500.107°

=1710km

2
Cuando la fotografia se hace desde el satélite no se puede abarcar toda la Luna sino una
parte de ella, como indica la figura 2 (no esta a escala).

Fig.2
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R
El 4ngulo a es complementario del 3. De la figura 2 se deduce: senf} = TL

h—R;senfp f _2f g h —
R,cosp d, d > d, R, d
L 72 2 R, 1_& 2 = lh? — 2

h?-R; 2f 4f2 4.(500.103)2
:>R—=d—:>h2—Ri= d2 —1710km R P
L ) : (250.10°)

7 =1710km-+/17 = 7051km

La fuerza de atraccion gravitatoria entre la Luna y el satélite, de masa m’, proporciona
la fuerza centripeta de éste.

M , r_ 2 M
G Lzmzmv = v= CM, _2mh = T=2rh h
h h ho T GM,

La intensidad del campo gravitatorio en la superficie de la Luna es:

GM
gL = RzL = GML:gLRi

L

El periodo de rotacion del satélite vale:

h  2zh |[h  2a7051 |7051.10°

— = — =5,4.10"s = 15horas
g R R, \g 1710 ,| 98

T=2nh
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58.- Se lanza un cuerpo de masa m, considerado puntual, con una
velocidad inicial vertical v, La resistencia que opone el medio es
directamente proporcional a la velocidad R = kv.

a) Determinar la ecuacion que relaciona la velocidad con el tiempo

b) Dibujar juntas las grdficas de la velocidad en el caso indicado y si no
hubiese resistencia del medio.

¢) Calcular para ambos casos la altura alcanzada por la masa m.

Datos g =10 m/sz, k=0,4 Ns/m , v, =20 m/s, m=1 kg

a) Al ascender el cuerpo existen dos fuerzas verticales dirigidas hacia abajo. Si k es el vector
unitario en direccion vertical y hacia arriba, escribimos de acuerdo con la segunda ley de
Newton
a)

\% dv dv
= —(mg+kv):m—:> dt=———7-—<

dt ( k j

g+—v
m

Para resolver la ecuacion diferencial hacemos el siguiente cambio de variable: g+—v=py
m

(mg + kv)(— E)= ma=m

de aqui
de: dp
m
Sustituyendo
= p
J.dt = —J.k— = t= —Elnp +Cte = —Eln(gjtkvjjt cte
) k k m

Segun las condiciones iniciales, cuando t =0, v = velocidad inicial = v,

erleen
cte=—In g+—v,
k m

La ecuacion del tiempo

b) Sustituimos los datos del problema en la ecuacion (1)
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0.4
_J;t
V:L(10+¥-20je P_ L 0450704 o5

2 2

Si no hubiese fuerza resistente, el movimiento de subida es uniformemente retardado

v=20-10t

[y
()

=
o

velocidad , v/im.s™

ol

0 02040608 1 12 14 16 18 2 22

tiempol/s

¢) La altura alcanzada cuando no existe fuerza resistente es:

h:VOt—%gt:20-2—5-22 =20m

Cuando existe fuerza resistente:

T T
b= [vdi=[ (45 e 0t 25)dt —45.¢ 04t [— L] _25t] =
R 0.4 .

h'=—112,5-¢ 4T 4 112,5 - 251

En la ecuacion de h', 7 significa el tiempo de subida, es decir, el tiempo que tarda en anularse la
velocidad.

0=45.¢"%% _25 — 1ni—§=—0,4t:> T=1469s

h'=-112,5-¢ 041469 | 1125 _25.1469=142m
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59.- Dos planos forman entre si un angulo a = 60°y se disponen sobre
un suelo horizontal en la forma que indica la figura inferior

3(0° 309

60°

Sobre estos planos se situa un cubo de arista a. Si no existe rozamiento
entre el cubo y los planos, determinar como han de colocarse el cubo
entre los planos para que se encuentre en equilibrio.

Para que el cubo se encuentre en equilibrio las fuerzas que actien sobre él deben
cumplir dos condiciones: una que la suma de esas fuerzas sea nula, otra que el
momento resultante de las fuerzas respecto del centro de masas del cubo sea nulo.
Sobre el cubo actlian tres fuerzas, las dos reacciones de los planos y su peso. En la
figura 1 se ha colocado el cubo en una determinada posicion y se han dibujado las dos
reacciones de los planos.

Fig.1

Las fuerzas de reaccion de los planos sobre el cubo son perpendiculares a las respectivas
paredes, ya que no existe rozamiento. En la figura 1 se observa que dichas fuerzas crean
momentos respecto del centro de masas del cubo. Se infiere que solamente existen dos
posiciones para las que los momentos sean nulos y ambas se encuentran dibujadas en la
figura 2.
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Fig.2

De las dos posiciones de equilibrio serd estable la que tenga el centro de masa mas bajo
respecto del suelo horizontal. De la figura 2, dibujada a escala, se observa que es mas
estable la posicion b).Calculamos las alturas del centro de masas (CM) en cada caso.
Llamando a al angulo que forman los planos entre si.

a
h=0A+A CM =—2 +%=31+ ! =3(1+ ! J=1,366a

o 2 o 2 tag
tag — tag —
g2 g2
o_MB_av2 _ o av2 a2 V2 ~1,225a
2 h 2h 2tagg 2 tag30

No siempre la posicion b) tiene el centro de masas mas bajo que la posicion a). En la
grafica inferior se han representado los valores de hy h” en funcion del 4ngulo alfa.
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60.- En la figura inferior P es una plataforma que puede deslizarse
verticalmente hacia abajo. Encima de ella esta situado un cuerpo de
masa m, unido a un muelle con uno de sus extremos fijo en el techo.
Inicialmente el muelle no estd estirado ni comprimido.

Si la plataforma comienza a moverse verticalmente hacia abajo con una
aceleracion a.

1) Determinar el alargamiento del muelle cuando el cuerpo se separe de
la plataforma y el tiempo que transcurre.

2) El alargamiento mdximo que experimenta el muelle.

3) Estudiar el movimiento del cuerpo a partir del alargamiento mdaximo
del muelle.

techo

suelo

1) En la figura 1 se representa el proceso:

Fig.1
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1) Estado inicial, tiempo t=0

2) La plataforma se ha desplazado hacia abajo una distancia x;, todavia el cuerpo m esta
en contacto con la plataforma

3) Cuando el alargamiento del muelle es x, el cuerpo y la plataforma se separan, en ese
instante la plataforma y el cuerpo poseen la velocidad v hacia abajo

4) Una vez separados plataforma y cuerpo, como éste tiene velocidad v hacia abajo se
seguird alargando el muelle hasta que la velocidad del cuerpo sea cero.

En (1) actuan sobre el cuerpo dos fuerzas el peso mg y la reaccion N; que es la fuerza
que ejerce la plataforma sobre el cuerpo, Nj=mg

En (2) situamos un sistema de referencia sobre el cuerpo, por tanto este referencial es
no inercial. Sobre el cuerpo actua el peso, mg vertical hacia abajo, la fuerza elastica del
muelle, kx;, la fuerza con que la plataforma empuja al cuerpo, N, y la fuerza inercial,
ma. Estas tres fuerzas actian en direccion vertical y hacia arriba. Para el observador no
inercial, se cumple:

mg =kx, + N, + ma

En (3) el cuerpo esté justamente desprendiéndose de la plataforma y en ese instante cesa
la fuerza entre el cuerpo y la plataforma, y se cumple:

m(g —a)

mg=kx+ma = x = "

En ese mismo instante la plataforma y el cuerpo poseen la velocidad v = at. Ambos se
han movido con movimiento uniformemente acelerado y ha recorrido la distancia x

X=%at2 :t:\/z_X:\/zm(g_a)

a ka

2) En (4) el cuerpo alcanza el maximo desplazamiento x,, y su velocidad es cero.
Tomamos como nivel de referencia de la energia potencial la posicion que ahora ocupa
el cuerpo e igualamos las energias en (3) y (4). En tres existe energia elastica del
muelle, energia potencial gravitatoria y energia cinética, en (4) energia eléstica

2

lsz :lkX2+mg(Xm—X)+lmV2 - szn =X2+2m mv

"2 2 k

g(xm—x)+

Sustituimos X y v por sus respectivos valores:
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2 2me m’(g-a) 2mg [m(g—a)}+gaz(2m(g—a)j:
" k " k? k k k ka
2 ) m2
- e-a) —2¢(g-a)+2a(g—a)) = (g-aNz—a—2g+2a) =
k k
2 2
an—zrll(lg X, = 11?2 (g—a)(—nga) = an—z%xm—%(—gz—aﬁag):O

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

2mg 4m’g’ 4m’ 2 2
Tk i\/ e + 2 (—g —a +2ag) me
" 2 k

Xy = (g a2 a) )

De las dos soluciones de la ecuacion debemos escoger aquella que haga x,>x
Si «/aiZg —a)>a debemos elegir el valor positivo

a(2g—a)>a’ =>2ga-a’>a’=>2g-a>a=>2g>2a=>g>a

Como es cierto que g es mayor que a, elegimos la raiz positiva

% = 2le+ale-a))

3) A partir de la posicion de maxima elongacién el cuerpo efectuard un movimiento
vibratorio armonico, siendo su posicion de equilibrio cuando el peso iguale a la fuerza
elastica

mg=kx, = x, :%

X, es el alargamiento del muelle respecto de la posicion (1) de la figura 1. Si L es la
longitud natural del muelle la posicion de equilibrio dista del techo L+x,.
La amplitud del movimiento es:

A=x_,—X, =%1/ai2g—ai

El periodo del movimiento: T =2 n\/%
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61.-Se considera a la Tierra y a la Luna en un mismo plano respecto del
Sol. Dibujar el movimiento de ambos tal como los ve un observador
situado en el Sol.

Distancia Tierra —Sol 1,49.1 0’ km , distancia tierra Luna 3,8.10° km

La Tierra describe aproximadamente una circunferencia respecto del Sol a lo largo de
un afo. La Luna describe alrededor de la Tierra una circunferencia a lo largo de un mes.
Sobre el Sol tomamos unos ejes coordenados fijos tal como indica la figura 1.

-1]l
# | "
Y Lt
_IE):-_._,_:-'-"_ F h
- ~ Gy
- - e
_F_r___'_,,_‘-ﬂ"" g = R _,fl;"..él' b4
_-_W = —:-Ii'_ L
5 R F F7 ; *
Fig.1

Suponemos que en el tiempo t=0 la situacion de la Tierra y de la Luna es la indicada en
la figura.. Un tiempo después t, La Tierra ha descrito el angulo 0, y la Luna un angulo
0,.

0, =o,t

Teniendo en cuenta que la Tierra tarda 12 meses en describir una circunferencia, se
deduce que
_2n _ mrad

® 276
mes

Las coordenadas de la Tierra respecto de los ejes XY son las siguientes:

X; =RcosO, = Rcoso,t = Rcos%t

Y, =Rsen0, = Rsenw,t = Rsen%t

La Luna describe respecto de la Tierra una circunferencia al cabo de un mes, su

velocidad angular es.

o, = E =2n _rad
: 1 mes

Las coordenadas de la Luna respecto de los ejes XY son:



112

X, =rcos0, = Rcosw,t =Rcos2nt

Y, =rsen6, = Rsenw,t = Rsen2nt

El vector P =R +T y sus coordenadas respecto de los ejes XY son:

X = Rcos%t +rcos2n t =1,49.10° cos%t +3,8.10°cos2m t

Y = Rsen%t +rsen2n t =1,49.10° sen%t +3,8.10°sen2m t

En un mismo gréfico representamos la trayectoria de la Tierra que es una circunferencia
y la de la Luna. Dado que el coeficiente del primer término de las ecuaciones anteriores
es mucho mayor que el segundo y lo que se pretende es comparar las formas de las
trayectorias de la Tierra y de la Luna vistas desde el Sol, lo que hacemos es representar
las ecuaciones siguientes

A= 1490.cosgt +38.cos2mt

B= 149OSen%t +38.10%sen 21t

La representacion se ha hecho durante un periodo de tres meses.

De esta forma es posible apreciar el movimiento de la Luna, que unas veces se
encuentra mas lejos del Sol y otras mas cerca, y ademas se observa como corta a la
orbita de la Tierra

1600

a
1400 ~_=Luna
1200 .
1000 \
800 \\%
600

400

200

0 T T T R T
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
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62.-Una particula efectua un movimiento vibratorio armonico a la largo
del eje x, siendo la posicion de equilibrio x=0. En un determinado
instante la posicion de la particula es x,= 25,0 cm y su velocidad v,,=100
cm/s. Determinar su posicion y velocidad cuando hayan transcurridos t=
2,40 segundos después del instante anterior y la longitud recorrida por la
particula en ese tiempo. Dato =4 5.

Las ecuaciones generales del movimiento armonico son:
dx
X = Asen(mt + (p) = v= i Ao)cos(mt + (p)

Designamos con t=0 el instante en que la particula posee la velocidad v y la posicion
Xo.

Las ecuaciones anteriores para t=0 son:
2

v
— . _ 2 _ 2 2 . oxX __ 2 2
X, =Asengp ; v, =Awcosp =x,=A"sen"¢ ; pe =A‘cos’p =

2 2 2

= x’ +V_0;:A2 :A:\/Xi +V_02X :\/252 * 1002 =25V2em
0) 0] 25

\% 100 4

0oX

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones generales resulta:
X = 25x/zsen(4t + gj = 25\/Esen [4 2,4+ gj =-29cm

v= 25x/§-4cos(4t +§j - 100\/5005(4-2,4+§j S
S
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63.-Una plataforma se desplaza en direccion vertical segun la ecuacion
y=A (I1-cos wt), siendo A=0,5my o= rs". Sobre la plataforma esti
situado un cuerpo de masa m= 1 kg.

a) Determinar la trayectoria, velocidad y aceleracion de la plataforma.

b) Calcular la fuerza N con que la plataforma empuja a la masa m.

¢) Calcular el valor de A minimo para que desaparezca el contacto entre
m y la plataforma.

d) Si A = 1,8 m, calcular en qué lugar de la trayectoria de la plataforma
cesa el contacto de m con ella.

Si tenemos en cuenta las relaciones de la velocidad v y aceleracion con y

d d?
v="Y_ Apsenot ; a =—Z=Ao)2coswt
dt dt

Ahora representamos los valores de y , v y a frente al tiempo

y/m

0 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s

HFATEEFA

os % A

O““i““““““““i“‘X““““
A\
3

-0,5 I

velocidad, v/m.s

| \
, N ]

0 05 1 15 2 25 3 35 4

tiempo,t/s
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NP

R R

0o 05 1 15 2 25 3 35 4

aceleracion, a/m.s 2

tiempo,t/s

Al analizar las graficas deducimos que la plataforma se desplaza hacia arriba y hacia

. o g 2n
abajo siguiendo un movimiento periddico T = — =2s
®

siendo la distancia maxima 1 m. La velocidad es nula en los extremos de la trayectoria y
maxima en el centro y la aceleracion es méxima en los extremos y nula en el centro. En
el esquema de la figura 1 se indica los sentidos de la velocidad y aceleracion.

Im B

Fig.1

En la posicion A la velocidad es nula y la aceleracion maxima en sentido positivo. De A
a B la velocidad aumenta y la aceleracion disminuye en mddulo y su sentido es positivo.

En B la velocidad alcanza su maximo valor y la aceleracion es nula.

Entre B y C la velocidad disminuye (siendo positiva) y la aceleracion aumenta en
sentido negativo. En C la aceleracion es maxima y de sentido negativo y la velocidad es
nula.

Entre C y B la velocidad aumenta (siendo negativa) y es maxima en B, de Ba C
disminuye hasta anularse en A. La aceleracion entre C y B es negativa y disminuye
haciéndose nula en B, luego entre B y A aumenta en sentido positivo y es maxima en A
A partir de 2 segundos el ciclo se repite.
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b) Si escogemos una situacion de la plataforma entre A y B cuando se desplaza en

sentido positivo, las fuerzas que actiian sobre la masa m estan representadas en la figura
2.

. Y
Fi=ma
mg

Fig.2

Se considera un sistema de referencia ligado a la masa m y por tanto no inercial, por
esta razon se incluye una fuerza de inercia.

N=mg+Fi=mg+mAn’cosot=g+Awn’cosot=9,8+0,5-3,14> -cos3,14-t

Si en la ecuacion anterior damos valores a t y hacemos la representacion grafica
obtenemos la grafica siguiente

16
141 i
12
S 10
N 7N
AN RN L
= 0w o
2 1
0 : : : :
0O o5 1 15 2 25 3 35 14
tiempo,t/s

Teniendo en cuenta que N siempre es positivo de deduce que la masa m siempre
permanece sobre la plataforma.

¢) Si desaparece el contacto entre m y la plataforma el valor de N es nulo. Fijandonos
en la grafica de N frente a t se deduce que este hecho tiene lugar es en la posicion
superior ya que entonces la fuerza de inercia y el peso tienen la misma direccion y
sentidos contrarios.



N:O:mg+Fi:>mg:Fi:>—mg:on)2coso t= A= =

wZcomt (DZCOS@I
T2
9.8
= A:% == =Im
o W
La representacion grafica de N frente a t para esta situacion es la siguiente
25
“ ™~ f“‘\ Pl
;N7
: 10
&
z °
0
-5
0 05 1 15 2 25 3 35 4
tiempo,t/s
d) Utilizamos la ecuacion
. 9.8
N=mg+Fi=0 = —g=Awn’cosnt = cosot=— gzz— > =-0,55
Ao 1,8-m

Llevando el valor del coseno a la ecuacion de la posicion resulta:

y=A(l-cosot)=1,8(1+0,55)=2,79m
El tiempo para que ocurra el suceso anterior es:

2,15
T

cosot=-055=0t=2,15=t=

=0,68s

La grafica de N frente a t es la siguiente:

30

25 1 ™ 4l

ZOX IX f

o
L T

0O 05 1 15 2 25 3 35 4

N en newton

tiempo,t/s

117
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64. En el sistema de la figura inferior las masas son iguales y el muelle
esta comprimido una distancia x respecto de su longitud natural en
posicion vertical. Ambas masas estan unidas mediante una cuerda.

Si se rompe la cuerda, determinar a partir de qué valores de x la masa
inferior que estd apoyada sobre el suelo salta de éste.

La constante elastica del muelle es k.

En la figura 1 indicamos una marcha del proceso. En 1 el hilo que mantiene unidas a las
masas se rompe, el muelle comienza a estirarse y en 2 adquiere su longitud natural, en 3
el muelle se estira mas que su longitud natural, la masa m inferior sigue pegada al suelo
y la masa m superior tiene una cierta velocidad vertical dirigida hacia arriba

s et

Fig.1

. 1
La energia almacenada en 1 vale Ekx2
La energia en 3 es: potencial respecto del suelo mg(y + x)+ energia elastica almacenada
. 1 f e .
en el muelle estirado ZEkyz + energia cinética de la masa m superior = Emv2

De acuerdo con el principio de conservacion de la energia:

1 1 1
—kx? =mg(y + x)+ —ky? + —mv?> 1
: gy +x) kv (1)
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En la figura 3, las fuerzas que actuan sobre la masa m inferior son: su peso (vertical y
hacia abajo), la fuerza N con que el suelo empuja a la masa (vertical y hacia arriba) y la
fuerza elastica del muelle ky (vertical y hacia arriba).

La masa m inferior se separara del suelo cuando N=0, entonces

m
mg=ky = y=Tg

Llevando el valor de y a la ecuacioén (1) resulta:

2 1 2 .2 2.2 2
- = +mgx +—k
2 K S SR k Kk

Resolviendo la ecuacion de segundo grado

2.2 2.2 2
2mgi\/4mg +4(3mg -mV]

k Kk’ k? k

2

Si en la solucidn anterior establecemos un valor de v al resolverla obtendriamos el
correspondiente valor de x, el cual es tanto mayor cuanto mayor es v. El valor minimo
de x corresponde a v=0-

2.2 2.2
ngi\/4mg +4(3mg ) ,mg, ,mg
k 'S 'S - 3
2 2 k

Cuando x > 3mg la masa m podra separarse del suelo.
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65.-Una particula puntual A describe la circunferencia de radio R = 50
m. El radio vector r gira respecto al eje X con una velocidad angular
constante @ = 0,40 rad/s.

Determinar las componentes de la velocidad y aceleracion sobre los ejes
coordenados. Calcular los modulos de la velocidad y aceleracion.
Representar las correspondientes grdficas utilizando el eje de abscisas
como eje de tiempos.

El tridngulo IOA es isosceles; el angulo < IAO vale 6, luego a+20=n= a=n—-20
Si en dicho triangulo aplicamos el teorema del seno resulta:

sena  sen0 sena
= = r=R

r R sen 0
Consideremos el tiempo t=0 cuando la particula A pasa por el punto I y t cuando la

particula forma un dngulo 6 con el eje X. Cuando t=0, 0 = r y cuando t, el angulo con

el eje X es 0.
0="_ct
2
-2 -c0s20 — -sen2 2
Resulta que: =R sen (m —26) _ g senm-cos 0 —cosm-sen26 _ R Sen 6 _ YReosO
sen 0 sen® sen®

Las proyecciones de r sobre los ejes X e Y son:

r, =rcosd = 2R cos’0 = 2Rcos2(g— wtj
r, =rsenf = 2R senf cos = R sen 20 = R sen(n — 2 ot)

Las componentes de la velocidad sobre los ejes son:
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Vy = dd% =4 Rcos(g - mtj . sen(g = cot) -(-®)=2Rosen(n -2 ot)

Vy = ddL: = Rcos(n -2 oat)- (— 20)) =—-2Rm cos(n - 2cot)

V=V +v2 = J4R%0’[sen’ (n - 2 0t)+ cos* (m - 2wt)| = 2R

Las componentes de la aceleracion sobre los ejes son:

ay = d:;tx = 2Rwcos(n - 20t)- (- 20) = —40’Rcos(n — 2 ot)
ay = dth = 2Rwsen (n -2 0t)- (- 20) = —40’R sen(n — 2 ot)

a= \/ai +ay = \/160)4R2lsen2(7t —20)t)+ cosz(n —2cot)J = 4R’

Las graficas de las componentes de la posicion y r frente al tiempo son:

12

1 |
r
08 | ///1»41\\\2
0,6

0,4 -
0,2 -

0+ f}
-0,2 A
0,4
-0,6

posiciones rxy ry en metros

tiempo/s

1,2

1 »*
0’8 | ./(‘/"/-

0,6 -

r en metros

0,4 -

7 7

tiempo/s

o
N
N
[ep)
[e¢]

10
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Grafica de las velocidades
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Grafica de las aceleraciones
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66.- a) Calcular la aceleracion de la masa m; en el sistema de poleas de
la figura Se supone que no existen rozamientos, que las masas de las
poleas y de las cuerdas son despreciables y que las cuerdas no varian su
longitud cuando se someten a tension.

M

my

b) Representar las aceleraciones para M=1kg, m;=1kg y m; variable.

¢) Representar las aceleraciones para m;= 2kg, m;=1 kg y M variable.

a) En la figura 1 se representan las fuerzas que actian sobre cada una de las masas

i

I 2T

v X
Mg

Fig.1
Las ecuaciones derivadas de la ley de Newton para cada masa son:

2T =Ma_ )]
mg-T=ma, (2)
m,g—T=m,a, (3)
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Como la polea 2 estd unida a la masa M por una cuerda inextensible, la aceleracion de la
polea 2 es igual numéricamente a la de la masa M y a partir de ahora designamos a=ax

Supongamos que M se desplaza de izquierda a derecha una distancia Ax en un tiempo
At, en ese mismo tiempo la masa m; se desplaza hacia abajo una distancia Y, respecto
de la polea 2, y la polea 2 se desplaza hacia abajo una distancia y, que numéricamente

es igual a Ax. El desplazamiento total de m; respecto de los ejes fijos es: Y+Ax. La

masa m; se desplaza —Y hacia arriba respecto de la polea 2, y +Ax hacia abajo en total
-Y+AX.

Las aceleraciones son proporcionales a los desplazamientos

a=kAx , a, =k(Y+Ax) , a,=k(-Y+Ax)
De las relaciones anteriores se deduce:

a, +a, =k(Y+Ax-Y +Ax)=2kAx =2a  (4)

Multiplicamos la ecuacion (2) por 2 y la sumamos a la (1). Cambiamos de signo a la (3)
y la sumamos con la (2)

2mg=Ma+2m,a,(5) ; g(m,-m,)=m,a, —m,a,(6)
En la ecuacion (5) sustituimos a de la ecuacion (4), y en la ecuacion (6) despejamos a;.

2mg=METE ama, () g, = ERIM) M
2

m,

Sustituimos el valor de a; en (7)

2mlg=Ma1+M %—%Jrg +2ma, =
2 2| m, m,
M M
4m,g=Ma, + o a, — m, g+Mg+4ma, =
m, m,

4mm, + M(ml — mz)

4mm,g+Mm,g—-Mm,g = al(Mm2 +Mm, +4m1m2):> a, = g
4mm, +M(m1 +m2)

b)
_4m,+1-m,  3m, +1
: 4m, +1+m, Sm, +1
_a _g(l_mz)

2
m,
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a, +a
aq= 1 2
2
Las graficas corresponden a la figural.

Fig.1

. 2
aceleraciones en m/s

my/kg

a_8+M 4 —2a — a_al+a2
Y A A R 2

Las graficas de las aceleraciones corresponden a la figura 2.
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67.-Una cadena uniforme de longitud L estd colocada sobre un plano
inclinado « en la forma que indica la figura.

Se sabe que cuando x=(2/3)L, la velocidad de la cadena es cero. El
coeficiente de rozamiento de la cadena con el plano es (.. a) Determinar
la ecuacion de la velocidad de la cadena cuando se mueva hacia abajo
del plano inclinado. b) Calcular la velocidad en el instante en que toda la
cadena esta apoyada sobre el plano. c) Determinar para qué valores de
U la cadena puede resbalar por el plano inclinado.

Designamos con A al peso de la cadena por unidad de longitud..

P, =Ax, el peso de la parte de la cadena que estd en contacto con el plano inclinado.
P, = X(L - x), el peso de la parte de la cadena que esta en posicion vertical.

N, la fuerza que ejerce el plano sobre el trozo x de cadena.

F, =uN=pP,cosa, la fuerza de rozamiento paralela al plano

Si M es la masa total de la cadena, podemos escribir:

dv ﬁd—X—M dv

P, sena—pPcosa—P,=Ma=M-—=M =Mv— =
dt dx dt dx
AL dv g
kxsena—ukxcosa—X(L—x):—Vd—:>Ij[xsena—uxcosa—(L—x)}lx=IVdV:>
g dx

2 2 2 2 2
£ X—senoc—uX—COS(>L—LX+X— -V i Cte= 82 (sena—ucosa+1)—2gx=v2+Cte'
L{ 2 2 2 2 L

Para determinar el valor de la constante tenemos en cuenta que cuando x es igual a
(2/3)L 1a velocidad es cero.
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%ng(sena—ucosoc+l)—2g27L: 0+Cte” = Cte':%(sena—ucosowl)—%z

gx 2 4gl 4gL

(sena—ucosa+1)—2gx =v’ +T(sena—ucosa+l)—T:>

x? 4L 4gl.
V= sena—pcosa+1) ——— [+————2gx
\/g( n )(L 9J S 2

b) En el instante en que toda la cadena esté sobre el plano se cumple que x=L

2
Vi = \/g(sena—ucosaﬂ)(gJ_Tg

c) Para que la cadena resbale por el plano inclinado debe cumplirse que vi tenga un
valor positivo.

S5g 2 18 18
?(sena—ucosa+1)>§g = (sena—ucosa+1)>E:> sen o — Lcos o >E_1 =

3 1
= Sel’l(l>},lCOS(l+E = sena—§>ucosa = taga-— >N

Scosa
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68.- Un cohete esta provisto de dos motores que pueden comunicarle
aceleraciones constantes a; y a, respecto de Tierra y en sentido vertical
ascendente, siendo a;>a, EIl primer motor puede funcionar durante un
tiempo t; y el segundo motor durante t,, con t;>t;. Los motores pueden
Sfuncionar simultineamente o uno a continuacion del otro. Razonar de
qué modo se han de encender los motores para que la altura alcanzada
por el cohete sea la mayor posible.

Teniendo en cuenta que las aceleraciones son constantes las velocidades que puede
adquirir el cohete son lineales. En la figura 1 se representan las siguientes velocidades

A

g
% R

Fig.1

OC es la velocidad que proporciona el motor 1 y la pendiente de la recta es
numéricamente igual a a;.

OE es la velocidad que proporciona el motor 2 y la pendiente de la recta es
numéricamente igual a a,.

OC+CD es la velocidad proporcionada por los dos motores encendiendo en primer lugar
el 1. La pendiente de la recta CD es a;.

OE+ED es la velocidad proporcionada por los dos motores encendiendo en primer lugar
el 2 y a continuacion el 1. La pendiente de la recta ED es a,.

OA es la velocidad proporcionada por los dos motores encendidos simultaineamente, la
pendiente de la recta es numéricamente igual a a;+a,. Al tiempo t; el motor 1 deja de
funcionar y solamente lo hace el 2 hasta el tiempo t;, por tanto, la pendiente de la recta
AB es as.

El valor numérico del area comprendida entre las rectas y el eje de tiempos mide el
desplazamiento del cohete.
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De la simple observacion de la figura 1 nos indica que el area OCD(t;+t;) es mayor que
el area OED(t;+t;). En consecuencia se descarta la opcion de encender primero el motor
2 yluegoel 1.

Para comprar las otras dos opciones debemos calcular las correspondientes areas y la de
mayor valor es la opcion pedida en el problema.

Calculamos las distintas velocidades

Va :(31 +az)t1 5 Vg =V, +31(t2 _tl):(al +az)t1 +az(t2 _tl)

Ve=a,t, ; Vp = Ve ta,t, =a t, +a,t,

El area OABt, es numéricamente igual a la altura h alcanzada por el cohete encendiendo
los dos motores simultineamente

2
h_tl'VA Va1 Vs (t _t )_(al+az)'t1 2(a1+az)'t1+az(t2_t1) (t _t )_
- + 2 T T + 2T h) T
2 2 2 2
2 2
aty a,t] a, 2
= 5 + +alt1(t2_t1)+azt1(t2_t1)+7(tz_tl) =
a,t’ a,t’ a,t>  a,t’ a,t3 a,t’
=——Ltatt, ——L+att, +—+—21—att,=—2+att, ——
2 2 2

El area OCD t;;t, es numéricamente igual a la altura h” alcanzada por el cohete
encendiendo primero el motor que produce la aceleracion a; y a continuacioén el 2.

2
at;

Vel |, VetVp at; N 2a,t, +a,t, - a,t;
2 2
2 2 2 2

+a,tt, +

La simple inspeccion de h y h” nos dice que h">h, por consiguiente, se debe encender
primero el motor 1 y a continuacion el 2.
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69.-Un movil 1 se desplaza en sentido negativo por el eje X con velocidad
constante v; , otro movil lo hace en sentido negativo por el eje Y con
velocidad constante v, En el tiempo t=0 el primer movil ocupa la
posicion +x, y el segundo +y,. Determinar el tiempo que transcurre hasta
que ambos moviles se encuentren a la minima distancia y calcular el
valor de esa distancia minima.

Las ecuaciones de movimiento de los moviles son:

X=X, =Vt ; y=y,—V,t
La distancia entre ellos es:

D = \/Xz + y2 = \/(Xo _Vlt)2 +(Yo _VZt)Z (1)

Para hallar el tiempo minimo derivamos D con respecto al tiempo e igualamos a cero

dD 2(Xo —-vit X_ V1)+2(yo _Vzt)(_ Vz)

—= =0=-x,v,-Yy,V +tm(V2+V2)=O:>
ol ) v v T

: t — XOV] + YOV2

m

2 2
V) +V;

Para hallar la distancia minima sustituimos el tiempo minimo ty,en (1)

2 2
XOVI +YOV2 X0V1 + YOVZ
m Xe~Vim o5 | HYe Vo— 7> | =
V] +V2 V] +V2

o
I

[y v2+ 2 2 2 2, 2 _ 272

X Vi TX, Vo =X,V =¥, ViVy + YoVi T¥oVo =X, ViV, Y,V -
2 2 2 2
Vl +V2 Vl +V2
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Se utiliza el valor absoluto de x v, —y, v, ya que este término puede ser positivo o

negativo.

En la figura 1 se representa D en funcion del tiempo, siendo

X,V,

-y,v; =30-10-20-8>0

D/m

40
35
30
25
20
15
10

Xo=30m ;

v,=8m/s Yo=20 m ; v,= 10 m/s
tm=2,75s; Dh,=10,9m

L9

T

Ry

0 1 2 3 4

tiempol/s

Fig.1

En la figura 2 se representa D en funcion del tiempo, siendo

X()VZ

~y,v, =10-8-30-10<0

D/m

35
30
25

20 1
15
10

Xo=10 m ;

vi=10m/s Yo=30m ; v,= 8 m/s
tm=2,1s; Dh=17,1m

™

MM/

0 1 2 3 4

tiempol/s
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70.-Una rueda de radio R=0,5 m, rueda sin deslizar por una zona
humeda con velocidad constante v= 20 m/s. Como consecuencia de ello
la periferia de la rueda suelta gotas de agua a) Determinar para qué
angulo , 0, la altura alcanzada por la gota respecto del suelo es la
mdxima posible b) Dibujar la trayectoria de la gota respecto del suelo

para el angulo maximo y para 30°y 45°.

.r__
|
.

e

b : P
SUELOD

La gota que esté en la periferia tiene la velocidad v del centro de masas de la rueda mas
la velocidad tangencial cuyo modulo es v. Una gota que abandona la periferia de la
rueda tiene como coordenadas iniciales (Xo; Yo).

= .
g @.\x‘“m !
¥ Z U
“o
R
X
vijl ¥ P
X
o

La velocidad inicial sobre el eje X es: v+ vsenf .

La velocidad inicial sobre el eje Y es: v cos 6.

Las ecuaciones paramétricas respecto de los ejes coordenados son.
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x =X, +v(l+senB)t =R —RcosB + v(1 +senB)t = R(1—cos0)+ v(1+send)t (1)

1 1
Y=Y, +VCOSGt—Egt2 =R+Rsen€)+vcos0t—5gt2 =

y=R(I+sen0)+ Vcosﬁt—%gt2 )

La altura méaxima que alcanza la gota ocurre cuando la velocidad vy se anule

vy =% =vcosO—gt = t= vcosd
g
Sustituyendo en (2)
2 2 2
Ym =R(1+sen6)+vcos 6- veosh 1fveos =R(1+sen9)+l—v cos ® (3)
g 2 g 2 g

En la ecuacion (3) se observa que la ymaxima de cada gota es funcion del angulo 0, por
tanto, como se pide la mayor de esas alturas, procedemos a derivar la ecuacién (3) con
respecto a O e igualar a cero.

2 2
dy—mch0s9+V—-20056sen9 =0=R =V—sen6:> sen® =R—‘2g
0 2g g \

Se debe cumplir que v > Rg.

0,5-10

Con los datos del problema resulta:sen6 = 0 =0,72° y la altura maxima

de todas

2 2
Y. =0,5(+sen0,7)+ %20?+0’7 = 40,5m

max

En la figura 2 se han dibujado las trayectorias de las gotas para tres angulos diferentes.
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71.-Un cuerpo de masa m se encuentra en reposo en la posicion s,=0.
Sobre él comienza a actuar una fuerza definida por la ecuacion

(t-T)

F=F, 1-1—"L
2
T

a) Calcular las ecuaciones de la posicion y velocidad del movil en

funcion del tiempo

b) Calcular los tiempos para los cuales la fuerza, la velocidad y la
posicion tienen los valores maximos.

¢) Si Fo=1 N, m =1 kgy T=5 s, dibujar las graficas frente al tiempo de I
,8 y venelintervalo entret=0s y t=20s.

d) Determinar la distancia recorrida por el cuerpo en el intervalo de =0 s

ar=20s

a) De la segunda ley de Newton se deduce

24T?=2tT F ¢(2 2
Pop 1T AT B Gy
m T

T2

F 3
V= —"[tz -
mT
ds
V = —_— =
dt

dt

FE (, ¢t F (t¢ t
[ =t -|= s=—x| -
mT 3T mT\3 12T

b) Para calcular los valores maximos derivamos las correspondientes ecuaciones
respecto del tiempo e igualamos a cero.

& _F,
dt T?
ds_F,
dt mT
&v_F,
dt mT

(-2t+2T)=0 = t=T

3
t2—3t—Tj=0 :>1—3LT=0 — t=3T

2

2tV o0 =s2-too =T
T T
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d) Segun el apartado anterior el maximo en la posicion del cuerpo ocurre cuando
t=3T=3*5=15 s. Para calcular el valor de esa posicioén sustituimos el valor 15 en la

ecuacion de s:
F 3 4 3 4
s=fo (U U ) VIS 15 ) _sehsm
mT\ 3 12T 1-5{ 3 12-5

El cuerpo recorre 56,25 m hacia la derecha, luego retrocede hasta el punto de partida
recorriendo los mismos metros, por tanto, en total ha recorrido

56,25+56,25=112,5 m
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72.- La Tierra describe una orbita eliptica, de excentricidad £=0,0167,
ocupando el Sol uno de los focos. Dividimos la orbita de la Tierra en dos
mitades iguales en longitud, una BA'B" y otra B’A B, esto es, media
orbita mas lejos del Sol que la otra. Se pide la diferencia de tiempos,
expresada en dias, que tarda la Tierra en recorrer ambas semiorbitas.

B
®
Tierra OS=c
OA =a
A o) S A OB=b

e=c/a=0,0167
Area de la elipse=m a b

B’

La Tierra est4d sometida a una fuerza central; es la fuerza de atraccion gravitatoria entre
el Sol y la Tierra. Por el hecho de ser una fuerza central el momento angular de la Tierra
respecto del Sol es constante. La velocidad lineal de la Tierra no es constante en su
orbita, en cambio si es constante la velocidad areolar, esto es, el area barrida por el radio
vector que une el Sol con la Tierra.

Esto ultimo es en definitiva la expresion de la segunda ley de Kepler.

vV, 2(11—?:Cte = A:CteJ.dt:Cte-t

Aplicamos la ecuacion anterior para ambos recorridos
Area(BA'BS)=A, =Cte-t, ; Area(B'ABS)=A, =Ctet,
Ag es el area de media elipse mas el area del triangulo BB'S

A= Loy om0 L ea =T eba=Cret, (1)
2 2 2 2 2

Ap es el area de media elipse menos el area del triangulo BB'S

b 1 b 1 b
APZE__.zb.C:ﬂ__.zb.ga:m;—gba=Ctet2 2)
2 2 2 2 2

t 2
t, mab T = h=hh (3)



139

Como t; + t, = 365 dias

1,021t, +t, =365 = t,=180,6 = t, =1844 = t —t, =338 dias
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73.-Un satélite de masa m describe una orbita circular de radio r,
alrededor de la Tierra de masa M. a) Determinar la energia total del
satélite. b) Suponer que el satélite al moverse dentro en la atmosfera de
la Tierra estd sometido a una fuerza de friccion f, por lo que el satélite
describira una espiral hacia la Tierra; [ se considera una fuerza
pequeiia por lo que la disminucion del radio es tal que puede suponerse
que en cada instante la orbita es circular con un radio promedio r.
Encontrar aproximadamente la variacion del radio Ar, en cada
revolucion. c) Calcular aproximadamente la variacion de la energia
cinética del satélite en cada revolucion.

a) La energia del satélite es la suma de su energia cinética y potencial gravitatoria.

E= %mv2 +(— GMmj

r

(4]

Dado que el satélite describe una orbita circular, la fuerza centripeta necesaria es la
fuerza de atraccidn gravitatoria entre la Tierra y el satélite

mv’ Mm , GM 1 GM GMm 1GMm
=G—— => v = = E=—m - =
T r T 2 I I 2 r

(4] (4] (4] [ [ o

b) Supongamos que el satélite esta describiendo una orbita de radio r, su energia

es:E :_lGMm

y la variacidon con relacion al tiempo de su energia debido a la
r

friccion es i que es la potencia pérdida y como f es constante vale fv, siendo v la

velocidad del satélite en esa oOrbita.

S E
_dE _ 2t ) lovm" _lomm —dt |- _1GMmdr o

dt dt 2 d 2 r? 2 2 dt

_1GMmdr_.{GM dr  2f 3

= = —=————1
2 2 dt Jr d m/GM

dr ., . f . .
T representa la variacion del radio de la érbita respecto del tiempo. Designamos con

T al periodo de revolucion
3 3

2 2
gz_—zfr = Ar:——2fr T

T m,/GM m,/GM
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c)
3
1 GM 1 dr 2fr?
dE dE )1 d. 1 a1 m/GM . JGMf
< = ! =—GMm ! :——GMmd—zt:—GMm > = : =
dt dt 2 dt 2 r 2 r 5
T

1
r2

Observe que los célculos son aproximados ya que T no es constante sino que disminuye
a medida que disminuye el radio de la orbita
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74.-Se construye un modelo del sistema Sol —Tierra reduciendo todas las
distancias lineales en un factor k. En dicho modelo las densidades, tanto
del Sol como la de la Tierra, son las mismas que las reales. En el modelo
la Tierra gira alrededor del Sol y se admite que estd colocado en un lugar
ausente de aire y gravedad terrestre. Se pide determinar cudnto dura un
afio en el modelo respecto a la duracion real.

Designamos con R al radio real del Sol, M su masa , D la distancia Sol-Tierra, Mr a la
masa real de la Tierra., p la densidad del Sol.

En el modelo r es el radio del ""Sol”’, m su masa, d la distancia entre el ""Sol y la
Tierra’’, mt a la masa de la "Tierra”’.

De acuerdo con el enunciado se cumple que

d=kD ; r=kR

La fuerza centripeta es proporcionada por la atraccion gravitatoria, tanto en la realidad
como en el modelo.

MM M
2T = Q= G3
D D

mm, Gm

d2 = d3

M.Q°D=G ; me’d=G

Q [GMd®  |MK'D’ _\/Mk3 ~
® GmD’ mD’ m

Como la velocidades angulares son iguales la duracion del afio real y del modelo son
iguales.
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75.- La densidad de una esfera de radio R sigue una ley lineal

pP=po—kr
Siendo k una constante positiva y r la distancia medida a partir del centro
de la esfera. Cuando r = R la densidad es Y de la mdaxima densidad.
Calcular para qué valor de r la intensidad del campo gravitatorio es el
mdximo.

De la formula de la densidad se deduce que el valor méximo de la densidad ese produce
cuando x=0, entonces la densidad méaxima es p,.

Cuando x =R

lp]’]"laX = p]TlaX _kR :> kR zgpmax

4 4

En la esfera tomamos una corona de radio r<R y espesor dr. La masa de dicha corona
es:

dM =4nr’dr-(p, —kr)

Si integramos entre cero y r calculamos la masa de esfera que esta comprendida entre
r=0y r=r.

4nr’p, B 4nr*k dnr’p,
3 4 3

I I
M:J.4nr2p0dr—_|.4nr3kdr: —nrtk
0 0

El médulo de la intensidad del campo gravitatorio a una distancia r<R del centro de la
esfera es:

dnr’p,

[ 3 —nr4kJ
g(r)= M =nGpo[%—kr2j

2 2
r r

Como se pide el valor maximo de g, derivamos la ecuacion anterior e igualamos a cero

5. TRR
—di(r) znG(§PO —2krj=0 = r= 2P0 _ 2P _ 3 _8R
r

3k 3k 3k 9
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76.-Un plano inclinado forma con la horizontal un dngulo a. Desde el
punto mds bajo de dicho plano se lanza un proyectil con un dangulo 6>a
el cual impacta con dicho plano. Determinar el valor del angulo 0 para el
que la distancia entre el punto mads bajo del plano y el lugar del impacto
sea el maximo y la distancia entre esos puntos.

Las ecuaciones paramétricas del proyectil son:

X

1
X =v,tcos0;y=v,tsen0——gt’ = t=
v, cosf

2
X

1
= y=xtagd-—g——
YRR g(vo cosf)’

(M

La ecuacion del plano inclinado y =xtaga (2)

En el punto de impacto del proyectil sobre el plano se cumple que:

1 x?2
X. tago =x. tagh——og——1— (3
; tag ; tag 2gv(z)cosze()

Las soluciones de la ecuacion (3) son x;=0, que corresponde al punto de salida del
proyectil y

2

gXi 2V0

tagh—tagoa=—F———=x; = cosZG(tagG—taga):
2v;cos 0 g
V2
=X, =— cos@(sen@—cos@ taga)
g

La distancia s entre el punto de salida del proyectil y el punto de impacto medido sobre
el plano inclinado es:

1

oo X  2v2cos0(send—cosOtaga)

(4)

cosa gcosa

Como piden el valor méximo de s, derivamos s respecto de 0 e igualamos a cero:
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2
%:L[cose-(cose+sen6taga)+(senG—cosGtagoc)-(-sene)]: 0=
gcosa

= cosO +senfOtaga = (sen@— cosftag a)tag@ =

= cosO +senftaga =senBtagh-sen6 tago = cosO+2senftaga =senbtagh =

2taga +/4tag’o+4
= tag’0 —2tagOtaga—1=0=> tagh = g g =tago +/1+ tag’a

2

La solucion valida que da resultado positivo es.

sen’a 1 l1+sena 1-cos’0 1+sen’a+2sena
tagh = tago + /1 + ——— =taga + = = = 5 =
cos o cos o cosa cos“0 cos o

1 1+sen’a+2sena 2+2sena 5 cos’a

— = . +1= > = cosh=——"<

cos 0 cosa cos”a 2(1+senar)
Sustituyendo en s
2 2
v 2v

s=——2cosO(send —cosOtga)= °cos”0(tagh — tago) =

gcosa gcosa

S =

2v? 2(1+sen(x j 2V§COSZG(1+SCI’1(I sen(xj 2vicos’0 1
cosfl ——— —taga |= - = =

gcosa cosa gcosa cosa cosa gcosa  cosa

2
, cos”a

V -
‘e 2vicos’®  °2(l+sena) V]

0

gcos’a gcos’o g(l1+sena)
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77.- El péndulo de un reloj patron ejecuta una oscilacion completa en un
segundo, esto es, su periodo es T =Is. Otro reloj de péndulo tiene una
longitud algo mayor que el patron. Ambos péndulos se encuentran en un
instante determinado en fase y vuelven a estarlo cuando han transcurrido
150 s segun el reloj patron. a) Calcular: a) el retraso que sufre el
segundo reloj respecto del patron cuando han transcurrido 20 horas. b)
¢ Cudnto debe acortarse el péndulo del segundo reloj para que ambos
indiquen la misma hora?

El periodo de un péndulo simple tiene de ecuaciéon T=2n \/Z . Cuando el péndulo del
g

reloj patron efectuia una oscilacion, el segundo péndulo no llega a efectuar una
oscilacion ya que al tener mayor longitud su periodo es mayor. Por tanto en cada
oscilacion del patrén, el segundo péndulo se retrasa algo, este retraso se ira acumulando
al transcurrir el tiempo y llegard un momento en el que el retraso sea de una oscilacion
completa y entonces si el péndulo patrén ha efectuado n oscilaciones y el otro péndulo
habra efectuado n-1 oscilaciones. Esta situaciéon ocurre cuando transcurren 150
segundos.

Para el péndulo patrén n.T = 150 y para el otro péndulo (n-1) T" = 150, siendo T el
periodo del péndulo patron y T” el periodo del otro péndulo.

T =)= 1= 7130, _130
n—1 149 149

Si designamos con L a la longitud del péndulo patréon y L” a la del segundo péndulo

resulta:
’ r2
T=2n E; T'=2n L :1: /L = L’:LT_2
g g T L’ T

Cuando el péndulo patron efectiia una oscilacion completa transcurre 1 segundo de

: o : 14
tiempo; el otro péndulo indica un tiempo de [1 - %)S

S
20hora-3600——
s _ hora _, x=72000-(1—%}=4805

( 149} X
1I-—|s
150

b) Designamos con AL lo que hay que acortar al segundo péndulo para que indique lo
mismo que el patrén

r2 r2 2 r2 2
AL=L-L=Lt —p=rf L =T8T | 2810 400334 m
T T 47149
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78.-Un péndulo simple de longitud L, se separa un dngulo 6, de su
posicion de equilibrio y se deja oscilar libremente.

a) Determinar la tension de la cuerda en funcion del angulo 6 que la
cuerda del péndulo forma con la direccion vertical.

b) Representar en una grdfica la tension frente a Opara 6,=45°y 6, =
60°.

¢) Calcular la aceleracion total de la masa puntual del péndulo en
funcion de 6.

d) construir la grdfica de la aceleracion total en funcion de 6, para
6,=20, 40, 60,y 70 grados.

a) Para cualquier angulo 0 las fuerzas que actiian sobre la masa puntual del péndulo son
su peso y la tension de la cuerda (ver figura 1). Como la masa esta girando la tension de
la cuerda ha de proporcionar la fuerza centripeta mv*/L .

L cos©
L cos 0,

En la figura 1, L es la longitud del péndulo, y designamos con v a la velocidad del
péndulo cuando el angulo es 6. La longitud h es lo que ha descendido el péndulo desde
su posicion inicial (0,) hasta la posicion 6.

2

o 1
Podemos escribir T = mgcos6 + mvT y  mgh=mgL(cosf —cosf, )= Ernv2

Combinando ambas ecuaciones resulta:

T = mgcos 0 +2mg(cosd — cosh, ) = mg(3cosd —2cosh, ) (1)

b) La representacion grafica de T frente a 6, es la siguiente:
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La tension es maxima cuando el péndulo pasa por la posicion vertical (6 =0)

c¢) Para una posicion cualquiera 0 del péndulo en la figura 1, la aceleracion total ar se
compone de la aceleracion tangencial y de la centripeta. Ambas aceleraciones,
tangencial y centripeta, son vectores perpendiculares entre si, por tanto:

2)\? )
2¢L 0—cos0
a%=a2+a§=(gsen6)2+[—1j =g2sen26+( g (COSL cos 0))

al=g’ sen29+4g2(cos26+cos290 —ZCOSGCOSOO) =

a; = gz(sen29+4cosze+4cosze0 —8cosecoseo) =

ap :g\/senze—1-400529—1-4005290 —8cosfOcos0, =

a, = g\/1+3c0526+4005290 —8cosOcosO, (2)

b) La ecuacién (2) nos dice que si fijamos (0,), la aceleracion total dependera del
angulo 0, esto quiere decir que ar serd diferente en los distintos lugares de
oscilacidn del péndulo, por ello vamos a estudiar como varia ar respecto de 0.

da; —6cos0sen0 +8senOcosO

=0 =

=g
do 2\/sen29—|-4cosze+4cosze0 —8cosfcosh,

= —6 cos®sen@ +8senfcosh, =0;  send(—6cos@+8cosd, )=0  (3)
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La ecuacion (3) tiene dos soluciones sen 6 =0 y 3cosb =4cosf, = cosO, = 3cose

El maximo valor de cos 0 =1, por tanto, cos0, = % = 0,=414°

Si en la ecuacioén (3), damos a 6, un valor inferior a 41,4 grados la ecuacion tiene una
solucion y es sen 6 =0.

Sien la ecuacion (3), damos a 0, un valor superior a 41,4 grados la ecuacion tiene mas
de una solucion.

Cuando 6,=20°

a; = 9,8\/1 +3c08%0 +4-cos?20°—8-cos20° cos O = 9,8\/4,53 +3c0s’0-7,52cosH

la grafica ar frente a 0 es:

0,=20°

w
an

re
N\

!
“~

aceleracion total, aT
/
~!_A
I-Kl‘l N

o
a

D

-30 -20 -10 0 10 20 30

angulo,0/°

En este caso se presenta un minimo en el punto mas bajo del péndulo

Cuando 0,= 40°

a; = 9.8/1+3c0s%0 +4 - cos’40°—8 - cos 40° cos O = 9,84/3,35 +3c0s>0 - 6,13 cos f

la grafica ar frente a 0 es:
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0,=40°

aceleracion total, ar

-60 -40 -20 0 20 40 60

angulo,e/°

El minimo se encuentra en el punto mas bajo de la posicion del péndulo

Cuando 6,= 60°

a; = 9,8/1+3c0s%0 + 4 - cos”60°—8 - cos 60° cos O = 9,84/3,00 + 3cos>6 - 4,00 cos 0

la grafica ar frente a 0 es:

0,=60°

AN
AN i

-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

[N
(@]

aceleracion total, at

-~

angulo, 6/°

Como ahora el angulo es mayor de 41,4 aparecen las soluciones sen 6=0 que ahora es
un maximo y

4-cos60° 2

cos0, zécose = cos0= — = 0=1482°
4 3 3

Que presenta dos minimos
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Cuando 6,= 70°
a; = 9,8\/1 +3c0s’0+4-cos?70°—8-cos 70° cos§ = 9,8\/1,47 +3c0s’0-2,74cos0

la grafica ar frente a 0 es:

0,=70°

[REY
S

aceleracion total, ar
(S5
'__\

1
4
(<o)

N
4

*¢

Q

-100 -50 0 50 100
angulo, 6/°

Como ahora el angulo es mayor de 41,4 aparecen las soluciones sen 6=0 que es un
maximo y

4-cos70° 1,368
3

cosO, = %coﬁ = cosf = =0=1628°
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79.-  Un carrito se desplaza por un suelo horizontal con una velocidad
vc constante. El carrito dispone de un dispositivo que puede lanzar una
bola con una velocidad vg en direccion vertical hacia arriba. a) Describir
el movimiento de la bola y su posicion a medida que transcurre el
tiempo, asi como la del carrito. Representar grdficamente ambos
movimientos si ve=I1 m/s y vg =3 m/s

b) Ahora el carrito se encuentra en lo alto de un plano inclinado que
forma un angulo o con la horizontal. Estando el carrito en reposo se
lanza la bola con velocidad vg perpendicular al plano. Describir el
movimiento de la bola y su posicion a medida que transcurre el tiempo,

asi como la del carrito. Obtener las graficas de posiciones del carrito y
de la bola cuando a=45°.

¢) El carrito se encuentra en el plano inclinado del apartado anterior y
lanza la bola con velocidad vertical vg perpendicular al plano, siendo la
velocidad del carrito v¢ paralela al plano y en sentido ascendente. a)
Describir el movimiento de la bola y su posicion a medida que transcurre
el tiempo, asi como la del carrito. Obtener las graficas de posiciones del
carrito y de la bola cuando a=45°.

Despreciar todos los rozamientos.

a) Tomamos unos ejes cartesianos fijos de referencia, con origen en el lugar que ocupa e
el carrito en el tiempo t=0. La bola al salir del carrito esta dotada de dos velocidades una
horizontal v¢ y otra vertical vg, por lo que respecto del sistema elegido describird una
trayectoria parabolica. El carrito se desplaza por el eje X con velocidad uniforme vc.

Ecuaciones de la bola:

Xp =Vt szvBt—%gt2 = yB=VB———g—=3xB—;81);2]3:3)(]3—4,9x]23

Ecuacion del carrito:
Xc=Vct;  como ve=lm/s = v.=t

Las abscisas del carrito y la de la bola son las mismas, por tanto, en todo momento, el
carrito esta justamente debajo de la bola y cuando yg=0, la bola caera sobre el carrito.
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b) En la figura 1 se indican los ejes Xpe Yp de referencia, fijos en el plano inclinado.

Yp

g Cos o

Fig.1

La bola en la direccion del eje Y, lleva una velocidad inicial vg y estd sometida a una
aceleracion -g cos a; en la direccion del eje Xp su velocidad inicial es cero y esta
sometida a una aceleracion g sen a.

Las ecuaciones de movimiento de la bola son:

1 2 1 2
X =—gsena-t ;yB=VBt—Egcosa-t =

2 2 2
=y, = Vg X —lgcosa- X5 _ Vg %8 Xs (1)
gseno 2 gsena V gseno taga
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Las ecuaciones de movimiento del carrito son:
1 >
Xczggsena-t ; Ye=0 (2)

Dado que xc = xp se deduce que para los ejes de referencia Xp e Yp ; el carrito esta
debajo de la bola en todo momento.

Para los valores numéricos dados en el enunciado

2x X
= 3 B - B = 1,61 Xg —X
I V 9,8.sen45 tag45s ? ?

X 21-9,8-sen45-t2 =3,46¢°
2

Las graficas de movimiento de ambos cuerpos

0,7
0,6 }/kl\.\
e 0,5
= bola
= 04
o
L 0,3
(7]
o
2 02 \
0,1
L carrito \h
0 000000—0—0—0—0—0—0—0r—0—20
0 0,5 1 15 2 25 3
posiciéon , x/m

En la figura 2 se ha elegido un sistema de referencia distinto al anterior
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VB

Fig.2

Las ecuaciones de movimiento de la bola son:
) |
Xg =Vvgseno-t ; yg = VBcoswt—Egt

El carrito desliza sobre el plano inclinado con una aceleracion de médulo g sen o y al
cabo de un tiempo t ha recorrido sobre el plano una distancia medida sobre el plano

1
1=—gsena-t’
2
Para ese valor de 1, las correspondientes coordenadas en el sistema XY (condiciones de
ligadura) son:
=1 — 1 2. _ _ 1 2 2
X =lcosa = Egsenacosmt ; Yo =—lsena = —Egsen o-t
Para los valores numéricos dados en el enunciado:

Xg =2,12t ; y, =2,12t-4,9t>
Xc =245t Ve =-2.45t*

Las posiciones de las trayectorias de la bola y del carrito estan en la grafica siguiente:
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Esta grafica nos indica que desde el punto de vista del sistema XY el carrito no esta
permanentemente debajo de la bola pero si que coinciden en un lugar del plano
inclinado (distinto al inicial) tal como ocurre en el sistema XpYp.

¢) Tomamos unos ejes de referencia XpYp, como los de la figura 1.
Ecuaciones de la bola

1 1
Xp =—VCt+EgSCI’1(1-t2 ; Yg = VBt—Egcosm-t2

Ecuaciones del carrito
1 2
Xc =—Vct+5gsena-t ; Yo =0
Como xc=Xp , el carrito estd siempre debajo de la bola y en un determinado lugar se
encontrardn, aparte del instante inicial.

Sustituyendo los valores del enunciado en las ecuaciones anteriores resulta:

Xy =—t+3,46t> ; y, =3t-3,46t’

Xo =—t+3,46t> ; y.=0
Las posiciones de las trayectorias de la bola y del carrito estan en la grafica siguiente:
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bola

posiciéon;y/m

carrito \

-02 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
posicion;x/m

Elegimos ahora un sistema de referencia XY como se indica en la figura 3

a

Y

}f
VC'\\
> X Fig.3

Las ecuaciones de la bola son:
I,
= (VBcosa + v.sen a)t —Egt

Xy = (vysena—vecosa)t 5 y,

Si el carrito recorre sobre el plano inclinado una distancia | en un tiempo t, resulta:

1 2
1= —VCt+5gsenat
Y las coordenadas de esa posicion respecto del sistema XY de la figura 3 (condiciones

de ligadura).

1 2 2 2
XC=lcosa=—Vccosa~t+5gsenacosa-t ; Yo =-lsena=v.sena-t——gsen"a-t

Para un angulo o= 45°
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Xy =(3-sen45—1-cos45)t =141t ;
Vs =(3-cos45+1-sen45)t—4,9t* = 2,83t —4,9t>

Xc =—1-cos45-t+4,9-cos45 send5t* = —0,707 t +2,45t*
Vo =1-sen45-t—49 -sen’ 45t> =0,707 t - 2,45¢*

Las posiciones de las trayectorias de la bola y del carrito estan en la grafica siguiente

posicién, y/m

-0,2 0 02 04 06 08 1 12 14

posiciéon,x/m
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80.-Una esfera de radio r expuesta a la radiacion solar es capaz de
absorberla integramente. Se pide el radio de dicha esfera si se cumple
que la fuerza de atraccion gravitatoria entre el Sol y la esfera se equilibra
con la fuerza de presion de la radiacion solar.

Datos Potencia radiada por el Sol Ps=4.10°° W, densidad de la esfera 10°
kg/m3, Constante de Gravitacién Universal G = 6,67.107" N.mz/kgz s
Masa del Sol =1,99.10°° kg.

La luz estd formada por fotones, particulas sin masa, con energia y con momento,
existiendo entre estas dos tltimas magnitudes la relacion:

E =pc (1)

Por consiguiente al absorber la esfera energia procedente de la radiacion solar “absorbe”
momento lineal, esto es, cambia el momento y ese cambio de momento origina una
fuerza que se denomina de presion de la radiacion.
El Sol lanza al espacio de forma uniforme una energia por unidad de tiempo de valor Ps.
Si la esfera se encuentra a una distancia R del Sol, la energia que le llega por unidad de
tiempo y unidad de superficie es:
_ P

4R

PB

La superficie de la esfera que absorbe la radiacion es mr’, tal como puede deducirse de
la figura 1.

Fig.1

r . . . 2
La energia que por unidad de tiempo absorbe la esfera de superficie S =nr” es:
P P -1’
Ey=P,-S=—3—.nr’ =——
4nR 4R

Simultaneamente con esa absorcion de energia se produce una variacion por unidad de
tiempo en el momento lineal de la radiacion, de acuerdo con la ecuacion (1), y
precisamente esa variacion por unidad de tiempo del momento lineal, es la fuerza de la
radiacion

CAp_PSr2 _Psr2
At 4R’ ® 4cR’



La fuerza de atraccion gravitatoria entre el Sol y la esfera es:

GM -:nr3pB

P GM m, _
g R2 RZ

Igualando ambas fuerzas:

4 s
3 PS rz B GMS -ETEI' pB P_S_ .i 3 3PS
F, = == > = =GMg-—nrp, = r=
® 4c¢R R 4c 3 167G Mg cpy
3-4.10%

=6.10"m

r:
16716,67.10™""-1,99.10°.3.10% - 10°

160
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81.-Un cilindro macizo de mas M y radio R esta situado sobre un plano
inclinado que forma con la horizontal un dngulo B. Lleva enrollada una
cuerda de masa despreciable y en el extremo libre de la misma se ha

M .
colocado una masa m=7 (ver figura). Dicha cuerda pasa por una

rendija que posee el plano inclinado a lo largo del mismo. Se supone que
el rozamiento entre el cilindro y el plano es p=0,3, que la cuerda no
desliza sobre el cilindro y que no existe ningun otro tipo de rozamiento.
Determinar el movimiento del cilindro de modo que éste ruede pero no
deslice por el plano inclinado.

Admitimos de entrada para el sentido del movimiento, que la masa m se desplaza en
direccion vertical y hacia arriba o que el cilindro rueda hacia abajo del plano inclinado,
las fuerzas que actuan sobre el sistema son las indicadas en la figura 1.

Fig.1

El hilo no desliza por la garganta del cilindro y en consecuencia la aceleracion de la
masa m suspendida, es la misma que la aceleracion tangencial de la periferia de éste. A
su vez, por rodar el cilindro por el plano inclinado, se cumple que la aceleracion de su
c.d.m. es igual a la angular por el radio del cilindro y en consecuencia la aceleracion de
la masa m, es la misma que la del c.d.m. del cilindro.

Con estas consideraciones, las ecuaciones de la Dinamica aplicadas al sistema, respecto
de unos ejes situados en el plano inclinado son las siguientes *:

TsenP +Mgsenp—-F, =Ma (1)
F,R-TR =1a (2)
T-mg=ma (3)

a=aR (4)
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De (3) despejamos T, y de (2) Fg, y llevamos estos valores a (1).
1MR2 2

Ia T:2 R

T=mg+ma ; F =E+ +mg+ma:a(%M+mj+mg:>

m(g + a)senB + Mgsenf — a(% M+ mj -mg=Ma

Operando en la ultima ecuacion:
(M +m)senp —m g

Mgsen 3 —mg + mgsen 3 :a[M+lM+m-msenB] —a= 3
2 EM+m(l—senB)

Segtn el enunciado M= 4 m, luego la aceleracion es igual a:

_SmsenB-m  Ssenf-1

_7m—msenB - 7—senf s

La aceleracion en el sentido del movimiento, esto es, rodando hacia abajo del plano, es
positiva:

S5senf -1
7—senf

a>0 = g>0=5senBf—-1>0 :>sen[3>%:>[3>11,5°

La condicién encontrada es que el angulo del plano sea mayor de 11,5° ahora bien, la
fuerza de rozamiento tiene un valor limite superior, de modo que F, <uN.
Determinemos el valor de N de la figura 1, se deduce:

N —-Tcosp—-Mgcosp=0 = N=TcosB+MgcosB=m(g+a)cosB+4mgcosB:>
:>N=mcosB(5g+a):> Fy <umcosB(5g+a)

Sustituimos la fuerza de rozamiento y la aceleracion por sus por sus valores

Fy =a(%M+m)+mg=3rna+rng:>3ma+mg<pmcos[3(5g+a):>

Ja+g

:>3a+g<1u005ﬁ(5g+a):>W<u

En la ultima ecuacion se sustituye la aceleracion por su valor:

Ssenf—1 l4sen + 4
3———¢g+¢g —
. 7 —senf} 7 —senf - >l4senB+4
H 5senp —1 5cos B(7 —senB)+(SSenB—1)cosB W 34cosp
cosP| Sg+———¢
7 —sen 7—senf}

Segun el enunciado p=0,3
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S l14senfp +4

0,3
34cosf

10,2 -cosfP > 14senP + 4

En la inecuacién damos valores al angulo b , hasta encontrar aquel para el que la
inecuacion ya no se verifica

B/ 10,2.cos B | 14 sen B+4
22 9,457 9,244
22,5 9,424 9,358
22,7 9,410 9,403
22,8 9,403 9,425

El 4ngulo B estda comprendido entre: 22,7°<(<22,8°

La consecuencia es que el cilindro rueda para valores menores de 22,8 °. Si f>11,5° la
aceleracion es positiva, el cilindro rueda hacia abajo y si f<11,5°es negativa, el
cilindro rueda hacia arriba del plano inclinado.

* Las ecuaciones (1) a (4) se han escrito en forma escalar. la_justificacion vectorial de
dichas ecuaciones se hace a continuacion:

El hilo no desliza por la garganta del cilindro y en consecuencia la aceleracion de la
masa m suspendida, es la misma que la aceleracion tangencial de la periferia de éste. A
su vez, al rodar el cilindro por el plano inclinado, se cumple que la aceleracion de su

_i‘ _' - _' .7 14
c.dm. @=—a X R. Consecuentemente la aceleracion en médulo de la masa m, es la
misma que la del c.d.m. del cilindro.

Con estas consideraciones, las ecuaciones de la Dinamica aplicadas al sistema,
respecto de unos ejes (triedro a derechas) situados en el plano inclinado son las
siguientes:

En la masa M.



ZFI = Tsen § + Mgsenf — Fp = Ma

ZFX =N-—Tecos f — Mgecosf=0
En la masa m.

ZF, = Tcos § —mgeos f= m- a cosf

= T=mg+ma

Por rodar, la aceleracion del c.d.m. tiene sentido contrario a

xR d=al=-FxR= —(~arT") = ar
a=x-R

Z,'»fammros=Fﬁ-R—1"-R=I-:<: 1 .a
Fa-R=Ix+T-R=35MR E+(mg-l—mm)ﬂ

FR=G.'-£+m)|=+mg

164
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82.- En la figura inferior la masa m esta unida a dos muelles iguales cuya
constante elastica es k. Los muelles estin sujetos firmemente en las
posiciones Ay B y el conjunto se apoya sobre una mesa horizontal sin
rozamiento. Cuando la masa m se encuentra en la posicion M los dos
muelles tienen su longitud natural (a en la figura), esto es, ni estirados ni
contraidos.

Cuando la masa m se encuentra en la posicion C.
a) Calcular la fuerza con que actuan los muelles sobre dicha masa.
b) Calcular la energia potencial elastica de la masa m.
¢) Evaluar el trabajo que ha de realizarse para llevar la masa m desde la
posicion M a la C.

a) Sobre la masa m el muelle de la izquierda act@ia con una fuerza cuyo moédulo es:
F, =kAl

Siendo Al el aumento de longitud del muelle de la izquierda respecto de su longitud
natural a.

Al=\a’+y’ —a = F:k(w/a2 +y’ —a)

El vector F, tiene dos componentes que son:

El muelle de la derecha tiene dos componentes sobre los ejes que son:
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F, = +k(«/a2 +y’ —a)sen@f—k(«/az +y’ —a) cosh j

Luego la fuerza resultante es:

F, =F, +F, =—2k(w/a2 +y’ —a)cos@j =—2k(«/a2 +y’ —a)~—y i=
yai+y’

F,=—2ky l-—2 |3
Jai+y’

b) La energia potencial almacenada por cada uno de los muelles vale

2
E, :%kAl2 :lkﬁa2 +y’ —a] =lk(a2 +y’+a’—2ay/a’ +y2)

2 2

La energia potencial elastica del sistema es la suma de la correspondiente a cada muelle.
E, = 2(%1{&2) =k ya’+y’ —a]2 = k(za2 +y> —2aqa’+y’ ) (1)

c) La fuerza que actlia sobre la masa m es variable y depende de la distancia entre la
posicion de la masa m y el punto M. Designamos a esa distancia con A, el trabajo
elemental para desplazar la masa m una distancia dA debe ser realizado por una fuerza

igual y de sentido contrario a F, que actie a través de sucesivos estados de equilibrio
con objeto de que no adquiera energia cinética:

Yy
dW:FRj-dszzkx(l—Lde - wzzij(l—Lde -

va? +A? 0 va? +A?

=>W= 2ka.7»d7»—ka'}f 2—}Ldk
0 0

Para resolver la segunda integral hacemos el cambio de variable:
p’=a’+A’> = 2pdp=2A1dr
Con lo que la integral queda:
—kaj% =-2kap=- 2ka\/m
Llevando a (2)

2 1Y
W={2k%} —[2ka\/a2+K2E:kyz—[2ka1/a2+y2 ]+2ka2 (2)
0
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Las ecuaciones (1) y (2) valen igual, puesto que el trabajo realizado sobre el sistema se
invierte en energia potencial eldstica, ya que se trata del trabajo realizado contra una
fuerza conservativa, y efectuado en sucesivos estados de equilibrio.
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83.- En lo alto de un plano inclinado de masa m;; angulo « y longitud L,
se coloca una masa (considerada puntual) m, Se admite que no existe
ningun tipo de rozamiento. Se pide determinar la aceleracion del plano
inclinado cuando la masa puntual m; desliza por él.

El sistema formado por el plano y la masa puntual se encuentran inicialmente como
indica la figura 1(a) y al cabo de un tiempo t, cuando la masa m llega al final del plano,
como indica la figura 1(b). Inicialmente el plano inclinado y la masa m; se encuentra en
reposo, por tanto la velocidad del centro de masas del sistema en ese instante es nula.

L cosa
Fig.1 (b)

Fig. 1 (a)

Designamos con L a la longitud del plano. Respecto del sistema de referencia (OXY), la
abscisa de la masa puntual es L cos a, y la del centro de masas del plano inclinado, es
xp. Al cabo del tiempo t, la masa puntual tiene una abscisa A y el centro de masas del
plano inclinado A+Xp.

Las fuerzas exteriores que actuan sobre el sistema son: el peso mpg de la masa my, el
peso m;g del plano inclinado y la fuerza N con que el suelo empuja al plano, todas ellas
perpendiculares al eje X [notese que entre las masa m; y m, también se ejercen fuerzas
y reacciones, pero son interiores al sistema y no influyen en el movimiento general del
mismo, aparecen representadas en la Fig. 2].

Aplicando la ley de Newton al sistema

ZFext(X):zmtotal' ax :(ml +I1’12 )ax

Teniendo en cuenta que el sumatorio de las fuerzas exteriores es nulo se deduce:
dv, .
(m1+m2)‘T:0 = v, =Cte=0 = XCM(Slstema)the

La ecuacion anterior nos indica que la abscisa del centro de masas del sistema no se
desplaza, es la misma en el tiempo t=0 que cuando el tiempo es t, a pesar de que tanto
el plano inclinado como la masa m; se han movido. Se deduce:



169

mx, +m, Lcosa ml(xP +X)+mzk

X oy (sistema ) = = m, Lcosa=A(m, +m,) =

m, +m, m, +m,

m, Lcosa
— }\122—
m, +m,

En el intervalo de tiempo t=0 a t=t la masa m; recorre la longitud L del plano y el plano
inclinado la distancia A.

Teniendo presente que el plano posee una aceleracion a dirigida a lo largo del eje X
positivo, del sistema (OXY); es necesario tomar otro sistema de ejes sobre el plano
inclinado (O’X"Y") que serd no-inercial. La masa m, por moverse en este sistema las
fuerzas que actuan sobre ella son: su peso, la fuerza de inercia Fi=-my-ay la fuerza de
reacciéon Np con que el plano la empuja, tal como se indica en la figura 2.

Y Ya X’

o’ myg

><V

Fig.2

En el intervalo de tiempo t=0 a t=t, la masa m; llega a O donde x'=0 :

> Fy =-m,gsena—m,acosa=m,a, = ax':—(gsena+acosa)

’ ’ ’ 1
x'—x' =—a’ t* ; O—L=—5(gsen(wracosot)t2

En el mismo intervalo de tiempo escribimos para el plano de masa m;.

kzlat2
2

De estas ecuaciones se deduce dividiendo miembro a miembro:

L_gsena+acosa:> L _gsena+acosa
A a m,Lcosa a
m, +m,
m, +m, 2 m, 2
= a| —— | =gsena cosa+acos” a = a| |+ — —cos“a |=gsenocoso. =
m m
2 2

gsena cosa
= a=>""""+

2 m,
sen" o+ —
m,
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84.- En la camara de combustion de un motor de reaccion penetran
por segundo m kg de hidrogeno y la cantidad de oxigeno necesaria para
su combustion completa. El orificio de salida de la tobera del motor tiene
una seccion S expresada en m’, siendo p la presién en atmésferas y T la
temperatura en kelvin. Determinar la fuerza con que los gases de salida
impulsan al motor.

Dato . R = 0,082 (atm .L)/(mol K

En la camara de combustion del motor se produce una reaccién quimica entre el
hidrogeno y el oxigeno.

H. (¢)+ 5.0, (g) > H.0(eas)

De la estequiometria de la reaccion se deduce que los moles formados de vapor de agua
son los mismos que los de entrada de hidrogeno. Dado que la masa molar del hidrogeno

es:2-2 =2 ke y la del agua 18 £ _18 ke , se deduce que la masa de vapor
mol kgmo mol kgmol

de agua que por segundo abandona la tobera es:

kg
M) m kgmol
Moles de hidrégeno a la entrada; —3— = 2 %8
2 kg 2 S
kgmol

kg de vapor de agua que salen por la tobera por segundo:

m kgmol

188 _gp ke
2 s kgmol s

El volumen de vapor de agua que abandona la tobera es igual a la masa de vapor de
agua dividido por la densidad del vapor en las condiciones de presion y temperatura que
existen a la salida. Admitiendo que el vapor de agua se comporta como un gas perfecto.

mol

M
pV = SMOs RT:p:—;)/[HZO RT = py o = P R;ZO - pr =219,5%%
H,0 H,0 0,082 T(K)
mol
k k
masa por s m S om 5 9m m’
Gasto = pOTs _ S - 5_3 = —=Sv=>
Puso 219,5Bg 219,53 10" kg 219,5B >
TL 107°m’ T
9m m
Ve ———
219,52 .8
T

Teniendo en cuenta que la fuerza es igual a la variacion de la cantidad de movimiento
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OmT
m.—
219,5pS

Si en la ecuacion anterior hubiese que sustituir valores numéricos m las magnitudes se
. 2
expresarianmenkg,, Ten K, penatmy S en m".
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85.-Cuando se lanza un proyectil desde un suelo horizontal formando un
cierto dangulo con el suelo, el proyectil, en el vacio, describe una
trayectoria parabdlica. El area comprendida entre la curva y el suelo se
designa con A(a) indicando asi que esa drea es funcion del angulo de
lanzamiento. a) Calcular el valor de @ para que el area tenga el maximo
valor. b) Dibujar la grdfica del area frente al angulo de lanzamiento.

Si en la parabola seleccionamos una estrecha franja de altura y, y espesor dx ( ver
figura 1) el drea vale dA=y dx y el area comprendida entre la curva y el suelo:

Xm
A= Iydx
0

Siendo xm la distancia desde el punto de lanzamiento hasta donde el proyectil choca
contra el suelo
Vamos a obtener la ecuacion que relaciona y con x

x=v,(cosa)t , y:VO(sen(x)t—%gt2

Despejamos la variable t en la primera ecuacion y la sustituimos en la segunda

2 2
1 X

gx
sena——g———— =xtago—————
V,COS0. 27 v, cosa v, cos a

[

Y=V,

Para calcular el valor de x) tenemos en cuenta que cuando el proyectil choca contra el
suelo y=0

| 2v sena 2v sena
0= Vo(sena)tM ——gty=>ty=—"=2>XxXy = Vo(cosa)—
2 g g
v’sen2a
=S Xy=——
g
Volviendo a la integral
Xm 2 3|Xm
A= I(xtaga—%xz)dxztagax——%x— =
i) v.cos o 2 2vgcosa 3|,
visen®2a g  visen’2a visen’2a sen 2a
=taga — 5 = 5 tago — — |=
2g 6v.cos’a g 2¢g 3cos a

4
o

= sen’a-cosa (1
g’cosa 3 3g’ )

4 2 4 2 2
v, sen 2(1( 2senaj v,2sen"a cos‘aseno 2V
=————|seno— = =

- 2g’cosa

Como nos piden el area maxima derivamos la ecuacion (1) respecto de o e igualamos a
cero.
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dA 2v!
e ;[‘Sen4a+COsa-3sen2a-cosa]:O = 3cos’a=sen’a =
da 3g
= taga=\/§ = a=60
1200 ¢
1000 + A%

SN
SN

400 |

area/m 2

200

T \ g

0 20 40 60 80 100

angulo/°




