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1.-Una onda luminosa monocromatica de longitud de onda A y
frecuencia f incide normalmente sobre dos rendijas estrechas iguales,
separadas por una distancia d, tal como indica la figura 1.

La onda de luz emergiendo de cada rendija a una distancia x y para un
tiempo t viene dada por

_ _X
y—aCOSZH(ft /J

Siendo a la amplitud que es la misma para las dos ondas, (Se supone que
x>>d)

1) Mostrar que las dos ondas observadas para un angulo @ con la normal
a las rendijas, tiene una amplitud resultante A, la cual se puede calcular
sumando dos vectores cada uno de ellos con un médulo a y con una
direccién asociada, determinada por la fase de la onda de luz.

Verificar geométricamente, a partir del diagrama vectorial, que
A=2acosp , siendo fp :%d send

2) La doble rendija se sustituye por un red de difraccion con N rendijas
igualmente espaciadas, con una distancia d entre dos rendijas
consecutivas. Utilice el método vectorial de sumar amplitudes, para
mostrar que los vectores amplitud, cada uno de modulo a, forman parte
de un poligono regular con vértice en un circulo de radio R de valor
a

R= 2senp

asen Ng

enpg

Deducir que la amplitud resultante es: y obtener la diferencia

de fase relativa



3) Dibujar en la misma gréafica, sen NS y en funcion de . En otra

sen f
grafica mostrar como la intensidad de la onda resultante varia en
funcion de .

4) Determinar las intensidades de los maximos principales

5) Calcular el nimero de maximos principales

6) Mostrar que dos longitudes de onda Ay A+04 , donde dA<<A producen

maximos principales con una separacion angular

0= n4a , conn=0, £1; +2,...etc
d cos @
Calcular la separacion para las lineas D del sodio

4=589,0nm, A+44=589,6nm, n=2y d=12.10"0°m

Recordar; cos A+cosB = Zcos(AJzr BJCOS(A; B]

1) La diferencia de caminos recorridos por las dos ondas (ver la figural) es d sen 0, lo que se
traduce en un angulo de desfase @

L dsen0

2ndsen®
= p="""T0
27 ()] A

El diagrama vectorial, para las dos ondas esta en la figura 2.

OPQ es un triangulo is6sceles cuyos lados iguales valen cada uno a.

B+B+(180-d)=180 = 2B=0 = B:%:nd;ene

De la figura 2 se deduce:

2
Acosp=a+acos® = A= a(l+cos®) _a(l+cos2B) _a-2cos’B _ 2ac0sp
cosp cosp cosp




2) El método vectorial de sumar amplitudes es ir colocando vectores uno a continuacion del otro
con un angulo entre ellos ®, como indica la figura 3

Fig.3

Veamos por qué el angulo MON es igual a ®. En el triangulo MON (fig.3), se cumple
MON + 2(& + /) =180°. En el tridngulo MOS se cumple

MOS+2¢=2 MON+2¢=180°.
Combinando ambas ecuaciones
MON-2=0 = MON=23=0

En el triangulo MON trazamos la bisectriz del angulo ® que corta a MN a la mitad, por tanto:
a
a a

ZSen(g 2senp

= R=

send -2
2 R

La figura 4 es la misma que la 3, aunque simplificada. ElI angulo MOT es 5®. OW es
perpendicular a MT.

A

50
sen — =
2

'Zsen[s' 2 senf

= A=2Rsen5%) = A=2 a se >P a -sen 5B

2
R



Fig.4

Para N rendijas la expresion anterior es:

a
A= %-sen(N B)

Teniendo en cuenta que la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud

|=M2=kazw=low (1)
senp senp

El &ngulo fase que nos piden es p en la figura 4.

Sustituimos el 5 por N.

S+NT T 2eio0-2n = g
2 2 2

o+ N%=s+d)

El &ngulo buscado p vale (figura 4)



P:s+ﬁ—8=g+ﬁ—(8+®—N%j=ﬁ—23+ N =B(N-1)

tenderd a infinito cuando beta sea 0°, 180° y en ese intervalo tendra valores

3) La gréfica !
senf

positivos; tendera a infinito para 180° y 360° , pero sus valores seran negativos. La grafica sen
(N B) es una funcion senoidal.(fig.5).
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La figura 6 se ha realizado para N=4 y la figura 7 para N=10 . A medida que N aumenta los maximos
principales son mas agudos y menos destacados los secundarios.

5 sen?(Np) o g _
4) La ecuacion (1) I= Io—znos da las intensidades en funcion de beta.El cociente
senp
sen’(NB) . _ . .
—ZB indeterminado para los maximos, se puede calcular sustituyendo los senos por los
sen
N 2
éngulosﬂ = N2. Laintensidad de los maximos es:

2
_ 2
Irmx - IoN

5) Los maximos principales, recogidos en una pantalla lejana de la red, se producen cuando la diferencia
de marcha es un multiplo entero de la longitud de onda, dsem® =nA = n =%ser9, el valor
maximo de n esta condicionado porque el seno no puede ser mayor que 1, y el nimero de maximos es
igual a los valores que puede tomar n=0,1,2... < —.

Por ejemplo para una red de difraccion con 600 lineas por mm y empleando una luz de 5000 A

1073
3 -
__ 1 _lo® 0 d_ 600, _g
600.mm™* 600 A 5000.107*

El nimero de méximos es 4, que corresponde a los valores n=0,1,2,3



senezn%, para n=0, sen6=0

para n =1, sen6=&=i39=17,6°
d 3,3

para n = 2, sen9=2&=i:>9=37,3°
d 3,3

para n =3, sen6=3&=i:>6=65,3°
d 33

para n = 4esimposible ya que el seno es mayor que la unidad

6) Diferenciamos la ecuacién

dsenf=nk = dcos6dd =ndr= db = nd = A0 = nAA
coso d cosO
_2.0610°  10°  10° 1073
1210700 1-sen®f \/1_ ' \/1 4-(589,0.10°
d* (210"

AO =5,2.10"° rad



2.-A principios de este siglo se propuso un modelo para la constitucion de
la tierra, consistente en una capa esférica homogénea sélida isotrépica de
radio R, concéntrica con ella existe un nudcleo en estado liquido de radio
Rc( ver figura 1).

Las ondas longitudinales (ondas P) y transversales (ondas S) de un
terremoto se propagan con velocidades constantes Vp y Vg por el manto
de la tierra. Por el nlcleo se propagan solamente las ondas P con una
velocidad V¢ep<Vp.

Un terremoto que ocurre en la superficie terrestre en E, produce ondas
sismicas que se desplazan a través de la Tierra y son detectadas por un
observador que puede estar situado en cualquier punto de la superficie
terrestre, designando esta posicion con X en la figura 1. La separacion
angular entre E y X se determina mediante el &ngulo 26, siendo O el
centro de la Tierra.

1) Mostrar que las ondas sismicas que viajan a traves del manto en linea
recta llegaran a X en un tiempo t después de ocurrir el terremoto

_ 2Rsend
\'

t para @ <arco cos[&J

R

Siendo v=Vp, para las ondas P y Vs, para las ondas S.

2) Existen posiciones de X para las que las ondas sismicas llegan después
de refractarse en la superficie manto-nucleo. Dibujar el camino de tales
ondas P. Obtener una relacion entre @ e i, siendo i el angulo con que
inciden las ondas en la superficie de separacién manto-nucleo

3) A partir de los siguientes datos: R = 6370 km , Rc=3470 km,
Vp=10,8 5km/s, V5 = 6,31 km/s, Vp=9,02 km/s, y el resultado obtenido en
el apartado 2, dibujar una grafica @ frente a i. Comentar qué ondas le
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llegan a un observador X dependiendo de su situacion en la superficie
terrestre. Hacer un bosquejo del tiempo de viaje que emplean las ondas P
y S en funcion de @ para 6 <90°.

4) Después de un terremoto, un observador mide que el tiempo de
demora con que le llegan las ondas P y S es de 2 minutos y 11 segundos.
Deducir la separacion angular de este observador respecto del terremoto
(angulo 28).

5) El observador del apartado 4 detecta que despues de la llegada de las
ondas P y S, su sismometro registra la llegada de nuevas ondas Py S con
un intervalo entre ellas de 6 minutos y 37 segundos. Explicar este hecho
y verificar que el resultado es consistente con la posicion que ocupa el
observador.

En la figura 2, E indica la posicion del terremoto y X la del observador, siendo EX=L la
distancia en linea recta entre ambos. EXO en un triangulo is6sceles de lados iguales a R.

v:%; senf =

Si X ocupa una posicion tal que la recta L es tangente a la esfera del ndcleo, las ondas le pueden
llegar directamente. Esa posicion marca precisamente el valor de 20 aimo, para valores
inferiores a ese maximo las ondas P y S le llegan directamente al observador.

R R
cosb,, =—= = 0<arco cos| —=
R R

2) Una onda P que se genera en E se desplaza por el manto hasta llegar a la interfase manto-
nlcleo donde se refracta siguiendo la ley de Snell

seni =i 1)
senr Ve

Al llegar de nuevo a la interfase se vuelve a refractar. La marcha de este rayo se indica en la
figura 3, la cual se ha hecho a escala con los datos del problema.
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Fig.3
De dicha figura se observan las siguientes relaciones entre los angulos

20=p+29,
a+d+y=m; y+i=n =d=i—-a
B+2r=m

En la mencionada figura se ha trazado la recta ¢;¢, que es perpendicular a OE

seno =T ; sens =T ET -sena=R.send
ET Re

Aplicamos la regla de los senos en el triangulo EOT

senyzsenﬁ ~ ET- Rsend

R ET seny

De las dos ultimas ecuaciones:

Rseno R.sen
-senm:RCsené‘>:>senm:C—Y
seny

;1 Ccomo d=i—a
. R . R . . R )
d =i—arco seno (?Csen yj =i—arco seno (?Csen (n - |)] =i—arco seno (?Csen |)

V, .
Como B=m—2r=n—2arco sen{%sen |}
P



V ). R ]
20 =B+ 26 = m—2arcosen (ﬂsen |j+ i —arcosen (?Csen |j =
P

; V, ] R )
0="1i—arcosen| - seni |—arcosen| —Cseni
2 vV, R

&:ﬂzo’ggl : &:@:0’545
V, 10,85 R 6370

0 = 90°+i —arco sen(0,831-seni)—arco sen(0,545-seni) (2)

Con ayuda de la calculadora damos valores a i en la ecuacion (2).

iI=10, 6=100-8,296-5,430=86,30 i=20, 6=110-16,512—10,743=82,75
1=30, 6=120-24,550-15,813=79,64 1=40, 6=130-32,287-20,507=77,21
1=50, 6=140-39,537-24,676=75,79 1=60, 6=150-46,027-28,163=75,81
i=70, 6=160-51,342-30,806=77,85 i=80, 6=170-54,922-32,461=82,62

iI=90, 6=180-56,202-33,025=90,77

Los datos anteriores nos dicen que la funcién presenta un minimo entre 50° y 60°
iI=55, 6=145-42,900-26,515=75,59 i=56, 0=146—43,545-26,861=75,59
Tomaos como minimo i=55° al cual corresponde 6= 75,6°

La gréfica 6 frente a i es la figura 4.
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La figura 5 se ha dibujado a escala con el angulo de incidencia minimo de 55° al que
corresponde un angulo 26 =2*75,6=151,2°

Fig.5

Al punto X; de la figura 5 le corresponde un angulo

cos0, —1e 2340 _oou5 9 _sp—00 —1140
R 6370

Todos los observadores situados entre E y X; Yy entre E y X, pueden recibir ondas sismicas
directas P y S. Los observadores situados entre X, y X5 pueden recibir ondas P refractadas en el
nicleo.

Los observadores situados entre X; y X, y entre X3 y X, no reciben ondas ya que segun la
grafica de la figura 4, cuando el angulo de incidencia es mayor de 55° 26>151,2° y cuando
i<55°, 26>151,2°.

Como las ondas P son més veloces que las S, el tiempo de llegada a un lugar sera menor, las
ondas P que se refractan se propagan en le nucleo con menor velocidad que en el manto. Un
bosquejo del tiempo frente a esta en la figura 6.
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Fig.6

4) Designamos con L a la distancia que existe de E al punto X del observador

[1 1) N I_:(ts—tp)vpvs

=t =S o ot =L
Vv, V, V. V,

Fig.7

De la figura 7 se deduce:
L
seno = Z = (ts — tP)VPVS ~131-10,85-6,31

- = =0,155 = 20=17,8°
R 2R(V,-V,) 2-6370(10,85-6,31)

5) Al observador situado en X le llegan de forma directa, esto es, recorriendo el camino L las
ondas P y S. Pero también le llegan las ondas que inciden en la superficie de separacion manto-
nacleo y que se reflejan en ella y que por ello siguen el camino D+D=2D
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Fig.8

De la figura 8 se deduce:

= L:2Rsen6:2-6370-5en%:1971 km

TN

senf =

2
OM=_|R’? —(%) :\/63702 —985,5° =6293km ; TM = OM-R = 62933470 = 2823km

L L L
tagy:L:% = y=19,24° ; sen1924=2 D=2 9855 _ 5990km
™ 2823 sen 19,24 0,3296

Designamos que en el lugar en que se produce el terremoto t=0. Los tiempos que tardan en
llegar las ondas P y S a X siguiendo el camino D+D son:

T, _2D ;T :2—D:>TS ~T, =6min37s =397s=2—D—2—D:»397.vS -V, =2D(V, - Vg )=
V, Ve Vs Ve
_397-V,-V, _397.10.85-631 _,o0n
2(V, - V) 2-4,54
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3.-Tres particulas cada una de masa m, estan en equilibrio y unidas por
muelles no estirados, sin masa, los cuales obedecen a la ley de Hooke,
siendo su constate k. Las masas estan obligadas a moverse por una

circunferencia tal como indica la figura 3.1.

Fig.3.1

I.- Cada masa sufre un pequefio desplazamiento respecto su posicién de
equilibrio: uy, u, , Uz respectivamente, escribir la ecuacion de cada una

de las masas.

En la figura inferior se indican los desplazamientos Y las fuerzas sobre cada particula
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d’u, d’u, )
m dt? :k(UZ_ul)_k(ul_u:S): qt? :mo(uz_ul)_mo(ul_us)
d?u d?u
t22 =k(U3—U2)—k(U2 _ul):> dt22 =(DS(U3—U2)—OJ§(U2 _ul)
d?u d?u
m dt23 :k(ul us) k(us_uz):> dt23 :03(2)(“1_113)_0)3(“3_“2)

Il.-Verificar que el sistema tiene una soluciébn armdnica
Up=Un(0)cosewr con n=1, 2 3y @ la frecuencia angular, con tres

posibles valores

“’O‘/giwoﬂ/§ y 0, donde a)g :%

2

1

u,=u, (0) cos wta%:—ul(O)-w-senmtaddti =-U,(0) - ®®-coswt = o

U,

2

u,=u,(0) cos oat—>d(;J—tZ=—u2(0).oa~senmt—> ddtuzz =-U,(0)-w*-cosot =—n’

U,

du d?u
U,=U,(0) cos oat—)d—t?’:—u3(0)-oo-senoat—>T23:—u3(0)-oa2 -COSmt = —m°U,

Sustituyendo en las ecuaciones

—0’U, = (Di(uz _ul)_wi(ul _Us):> u1(20)§ _(’32):(‘)5(“2 +u3):>
= (u,(0)cos mt)(2m§ —mz): ®2cos ot[u,(0)+u,(0)]=
= 1,0)(20? -0 )-02u,(0) -©2u,(0) =0

—0’u, = wi(us _uz)_mg(uz _ul): uz(zc‘)g _wz):wg(ug + ul):>
= (u,(0) cos wt)20? —? )= wZcos wt[u,(0) +u,(0)]=
= u,(0)(202 -0 )-02u,(0) -©2u,(0) =0

_(’JZUS =(D§(ul —U3)—(D§(U3 _Uz):> U3(2(0§ —(02)=03§(U1 +U2):>

= (u,(0) cos mt)(2m§ —mz): ®2cos ot[u, (0)+u,(0)]=
= u,(0) (202 - ©?)- 02u, (0) - ©%u,(0) =0
Ordenamos cada una de las ecuaciones formando un sistema de ecuaciones y hacemos
p =20 -
+pu,(0) —OJ(Z)UZ(O) —0)§U3(0)=0
_('Oéul(o) +pu,(0) —®§U3(O):O
_(Diul(o) —wﬁuz(O) +pu;(0)=0
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El sistema es compatible si el determinante de los coeficientes es nulo.

2 2
p —W0g —O D 2 . . w2 w2
2 2 0 2\ %o T Wo 2V [T %o "W

— 0 p —wy|=0=p 2 _(_0)0) 2 +(_0)0) 2 =0
— g p — p p —

2 2
—®y —O p

Desarrollando os determinantes de segundo orden
p(p2 —0);')+ mﬁ(— po)i —coé)—mﬁ((o;' + pm§)= 0=
= p’-po; -poi -0’ -0’ -pol =0=  p’-3po; 20l =0=
(ng —0)2)2 (20)§ —0)2)—3(2(05 —032)(03 —20=0=
(4032 +o —403(2,032)(2035 —u)z)—603§ +30°0;) —20° =0=
= 8w’ + 20’0’ —8w’n! —4o’n; —0° +40'o’ -6 +30’0; 20’ =0=

= -0° +60'0) -0’0 =0= 0)2(0)4 —-60’°w’ +90)g)= 0

Las soluciones de la ecuacién son =0 y si x=o’

B 6w’ ++/360; —4-90!

2

3k

X =30’ = 0’ =30'= 0=B80,=,—
m

Existe una raiz doble.

I11.-El sistema de muelles se extiende a N particulas, cada una de masa
m y unidas por muelles de constante K. inicialmente los muelles no estan
estirados y se encuentran en equilibrio. Escribir la ecuacion de
movimiento de la masa n ( n=I12,...., N) en funcion de su
desplazamiento y masas adyacentes cuando las particulas se desplazan de
su posicion de equilibrio.

27ns

Un ()= un(O)sen[ N

Son soluciones oscilatorias, donde s =1,2,...,N , n=1,2,...,N y ¢ es una
constante de fase arbitraria, con la condicién de que las frecuencias
angulares estén dadas por

+ (oj cosmgt

g = 2wosen(”WSj

Establecer el rango de posibles frecuencias para una cadena que
contiene un nimero infinito de masas.

En la primera parte hemos visto la ecuacion para la masa 2



19

Suponemos que ¢ =0

2
du,, (t) =—U,(0)w,sen 2mns senm,t = d U”Z(t) =—U, (0)w?sen 2mns coso,t
dt N dt N

Sustituyendo en la ecuacion

o.t-

S

u,(0) sen(mjcos
N
2 2mns 2 2mns
—U,(0)o; sen N cosot=w;|—2u,(0)sen N cosot+ =

+u,(0) sen(%jcos ot

o’ (2mns 2n(n+1)s 2n(n-1)s nns
= ——Ssen =sen| = |+sen| =" |- 2sen
o N N N N

De acuerdo con la relacion trigonométrica

C+

sen C+sen D = 2sen DcosC_D:C:_zn(nJrl)s y D:27T(n—1)5:>
2 2 N N
:>C+D_2ns(n+1+n—1)_2nsn_ C-D 2xs(n+1-n+1) 2ms
2 2N N "~ 2 2N N

Sustituyendo en la ecuacion anterior

. o o ns
Aplicando la relacién trigonométrica: 2sen®A =1—cos2A ;A=
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s s
o’ =4n’sen’— = o,=20,sen—; $=12,...N
N N

Cuandos=N; ws=0.Cuando s=(1/2) N ; ws=2 o,

IV.-Determinar la relacion Un para N grande en los dos casos:a)
Yne1

solucion de baja frecuencia, b) @ = @ max , donde @ may €5 la solucidn de

frecuencia maxima.

21Nns 2mns 27TNns
u,(O)sen cos ot sen sen
U — N _ N _ N
Hra u, (O)sen 2r(n+1)s cosmt  sen 2n(n+1)s sen 2mns  2ms
N N N N

Como sen(A+B) = sen A cos B+cos A sen B

(Znnsj

sen

u, N

u 1_ 21Ns 271S 2nns _ 2mS

nl gen -C0S +COS sen ———
N N N N

siwespequeﬁoloessy,portanto,%—)O = COSZSS—)]- Senzss_ﬂ)

(ZnnsJ
sen
u, _ N

o sen(ZT\InSJ+O

~

La frecuencia méaxima ocurre cuando s=(1/2) N.

sen 2nns
u, N _sen(rn) sen(nn) N
Uy Sen[Znns +2nsj “sen(mn+m)  sen(mn)cos(m )+ cos(mn)sen(m)
N
_ sen(nn) L Uy

" —sen(nn) u



