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1.-Una onda luminosa monocromática  de longitud de onda y 

frecuencia f  incide normalmente sobre dos rendijas estrechas iguales, 

separadas por una distancia d, tal como indica la figura 1. 

 

 
La onda de luz emergiendo de cada rendija  a una distancia x y para un 

tiempo t viene dada por 










λ

x
ft2πcosay  

Siendo a la amplitud  que es la misma para las dos ondas, (se supone que 

x>>d) 

1) Mostrar que las dos ondas observadas para un ángulo  con la normal 

a las rendijas, tiene una amplitud resultante A, la cual se puede calcular 

sumando dos vectores cada uno de ellos con un módulo a  y con una 

dirección asociada,  determinada por la fase de la onda de luz. 

 

Verificar geométricamente, a partir del diagrama vectorial, que  

senθd
λ

π
βsiendo,cosβa2A   

2) La doble rendija se sustituye por un red de difracción con N rendijas 

igualmente espaciadas, con una distancia d entre dos rendijas 

consecutivas. Utilice el método vectorial  de sumar  amplitudes, para 

mostrar que los vectores amplitud, cada uno de módulo a, forman parte 

de un polígono regular con vértice en un circulo de radio R de valor  

senβ2

a
R   

Deducir que la amplitud resultante es: 
βsen

Nβsena
y obtener la diferencia 

de fase relativa  




d 

 d cos  

Fig.1 
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3) Dibujar en la misma gráfica, sen N  y  
βsen

1
en función de . En otra 

gráfica mostrar como la intensidad de la onda resultante varía en 

función de . 

4) Determinar las intensidades de los máximos principales 

5) Calcular el número de máximos principales 

6) Mostrar que dos longitudes de onda  y + , donde <<producen 

máximos principales con una separación angular 

2,...etc1;0,ncon,
θcosd

Δλn
Δθ   

Calcular la separación para las líneas D del sodio  

m61,2.10dy2nnm,589,6Δλλnm589,0λ  ,  

 

Recordar; 














 


2

BA
cos

2

BA
2cosBcosAcos  

 
1) La diferencia de caminos recorridos por las dos ondas (ver la figura1) es d sen , lo que se 

traduce en un ángulo de desfase  

 

λ

θsendπ2
Φ

Φ

θsend

π2

λ
  

 
El diagrama vectorial, para las dos ondas está en la figura 2. 

 

 
 

 
OPQ es un triángulo isósceles cuyos lados iguales valen cada uno a. 

 

 
λ

θsendπ

2

Φ
βΦ2β180Φ180ββ   

De la figura 2 se deduce: 

 

   
βcosa2

cosβ

β2cosa

βcos

2βcos1a

βcos

Φcos1a
AΦcosaaβcosA

2










  

 

P 



A 

a 

a 

O 

Q 



Fig.2 



 4 

                                                                                
2) El método vectorial de sumar amplitudes es ir colocando vectores uno a continuación del otro 

con un ángulo entre ellos , como indica la figura 3 

 

 
 

 

 
Veamos por qué el ángulo MON es igual a . En el triángulo MON (fig.3), se cumple 

  180ºε2MON   . En el triángulo MOS se cumple  

  

     MOS+2=2 MON+2=180º. 

 

Combinando ambas ecuaciones 

 

Φ2βMON02βMON   

 

En el triángulo MON trazamos la bisectriz del ángulo  que corta a MN a la mitad, por tanto: 

   
βsen2

a

2

Φ
sen2

a
R

R

2

a

2

Φ
sen   

 

La figura 4 es la misma que la 3, aunque simplificada. El ángulo MOT es 5OW es 

perpendicular a MT. 



5βsen
βsen

a

2

5Φ
sen

βsen2

a
2A

2

5Φ
sen2RA

R

2

A

2

5Φ
sen   

 

Fig.3 
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Para N rendijas la expresión anterior es: 

   

β)sen(N
βsen

a
A   

 

Teniendo en cuenta que la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud 

 

   
βsen

Nβsen
I

βsen

Nβsen
kakAI

2

2

o2

2
22   (1) 

 

El ángulo fase que nos piden es  en la figura 4. 

 

Sustituimos  el 5 por N. 

 

Φε
2

Φ
Nδ

2

π
Φε2π2Φ2ε;

2

π

2

Φ
Nδ





 

 

El ángulo buscado vale (figura 4) 

 

Fig.4 
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 1NβNβ2ββ
2

Φ
NΦεβεδβερ 








  

 

3) La gráfica 
βsen

1
 tenderá a infinito cuando beta sea 0º, 180º y en ese intervalo tendrá valores 

positivos; tenderá a infinito para 180º y 360º , pero sus valores serán negativos. La gráfica sen 

(N ) es una función senoidal.(fig.5). 
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La figura 6 se ha realizado para N=4 y la figura 7 para N=10 . A medida que N aumenta  los máximos 

principales son más agudos y menos destacados los secundarios. 

 

4) La ecuación (1)  
 
βsen

Nβsen
II

2

2

o nos da las intensidades en función de beta.El cociente 

 
βsen

Nβsen
2

2

indeterminado para los máximos, se puede calcular sustituyendo los senos por los 

ángulos
  2

2

2

N
β

Nβ
 . La intensidad de los máximos es: 

2

omax NII   

 

5) Los máximos principales, recogidos en una pantalla lejana de la red, se producen cuando la diferencia 

de marcha es un múltiplo entero de la longitud de onda,  senθ
λ

d
nnλsenθd  , el valor 

máximo de n está condicionado porque el seno no puede ser mayor que 1, y el número de máximos es 

igual a los valores que puede tomar n=0,1,2… 
λ

d
 . 

Por ejemplo para una red de difracción con 600 líneas por mm y empleando una luz de 5000 A 

 

  3,3
5000.10

600.

10

λ

d
m

600

10

600.mm

1
d

10

3

3

1









 

 

El número de máximos es 4, que corresponde a los valores n=0,1,2,3 

 

Fig 7 
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unidadlaquemayoressenoelqueyaimposiblees4npara

65,3ºθ
3,3

3

d

λ
3senθ3,npara

37,3ºθ
3,3

2

d

λ
2senθ2,npara

17,6ºθ
3,3

1

d

λ
senθ1,npara

0θsen0,npara,
d

λ
nθen









s

 

 

6) Diferenciamos la ecuación  

 

cosθd

Δλn
Δθ

cosθd

dλn
dθdλndθcosθdnλθsend   

 
 

rad5,2.10Δθ

1,2.10

589,0.104
1

10

d

λn
1

10

θsen1

10

θcos1,2.10

0,6.102
Δθ

3

26

29

3

2

22

3

2

3

6

9
































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2.-A principios de este siglo se propuso un modelo para la constitución de 

la tierra, consistente en una capa esférica homogénea sólida isotrópìca de 

radio R, concéntrica con ella existe un núcleo en estado líquido de radio 

RC( ver figura 1). 

 
 

 

 

Las ondas longitudinales (ondas P) y transversales (ondas S) de un 

terremoto se propagan  con velocidades constantes VP y VS por el manto 

de la tierra. Por el núcleo se propagan solamente  las ondas P con una 

velocidad VCP<VP. 

Un terremoto que ocurre en la superficie terrestre en E, produce ondas 

sísmicas que se desplazan a través de la Tierra y son detectadas por un 

observador que puede estar situado en cualquier punto de la superficie 

terrestre, designando esta posición con X en la figura 1. La separación 

angular entre E y X se determina  mediante  el ángulo 2, siendo O el 

centro de la Tierra. 

 

1) Mostrar que las ondas sísmicas  que viajan a través del manto  en línea 

recta llegarán a X  en un tiempo t después de ocurrir el terremoto 

 











R

R
cosarcoθpara

v

θsen2R
t C  

 

Siendo v=VP , para las ondas P y VS , para las ondas S. 

 

2) Existen posiciones de X para las que las ondas sísmicas llegan después 

de refractarse en la superficie manto-núcleo. Dibujar el camino de tales 

ondas P. Obtener una relación entre  e i, siendo i el ángulo con que 

inciden las ondas en la superficie de separación manto-núcleo 

 

3) A partir de los siguientes datos:     R = 6370 km , RC=3470 km, 

VP=10,8 5km/s, VS = 6,31 km/s, VCP=9,02 km/s, y el resultado obtenido en 

el apartado 2, dibujar una gráfica  frente a i. Comentar qué ondas le 

O 

E X 

2 

RC 

R 

Fig,1 
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llegan a un observador X  dependiendo de su situación en la superficie 

terrestre. Hacer un bosquejo del tiempo de viaje que emplean las ondas P 

y S en función de  para 90ºθ  . 

 

4) Después de un terremoto,  un observador mide que el tiempo de 

demora con que le llegan las ondas P y S es de 2 minutos y 11 segundos. 

Deducir la separación angular de este observador respecto del terremoto 

(ángulo 2). 
 

5 ) El observador del apartado 4  detecta  que después de la llegada de las 

ondas P y S, su sismómetro registra la llegada de nuevas ondas P y S con 

un intervalo entre ellas de 6 minutos y 37 segundos. Explicar este hecho 

y verificar que el resultado es consistente con la posición que ocupa el 

observador. 

 
En la figura 2,  E indica la posición del terremoto y X la del observador, siendo EX=L la 

distancia en línea  recta entre ambos. EXO en un triángulo isósceles de lados iguales a R. 

 

 
 

 

S

S

P

P
V

senθ2R
ty

V

senθ2R
t

v

senθ2R
t

R

2

L

θsen;
t

L
v   

 
Si X ocupa una posición tal que la recta L es tangente a la esfera del núcleo, las ondas le pueden 

llegar directamente. Esa posición marca precisamente el valor de 2 máximo, para valores 

inferiores a ese máximo las ondas P y S le llegan directamente al observador. 











R

R
cosarcoθ

R

R
cosθ CC

max  

2) Una onda  P que se genera en E se desplaza por el manto hasta llegar a la interfase manto-

núcleo donde se refracta siguiendo la ley de Snell  

 

CP

P

V

V

rsen

isen
  (1) 

Al llegar  de nuevo a la interfase se vuelve a refractar. La marcha de  este rayo se indica en la 

figura 3, la cual se ha hecho a escala con los datos del problema. 

    

E 

X 

2 

L 

O 
E 

Xmax 

2 max 
Lmax 

Fig.2 
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De dicha figura se observan las siguientes relaciones entre los ángulos 

 

π2rβ

αiδπiγ;πγδα

δ,2βθ2







 

 

En la mencionada figura se ha trazado la recta 12 que es perpendicular a OE 

 

δsenRαsenET
R

WT
δsen;

ET

WT
αsen C

C

  

 
Aplicamos la regla de los senos en el triángulo EOT 

 

γsen

δsenR
ET

ET

δsen

R

γsen
  

 

De las dos últimas ecuaciones: 

 

  





























isen
R

R
senoarcoiiπsen

R

R
senoarcoiγsen

R

R
senoarcoiδ

αiδcomo;
R

γsenR
αsenδsenRαsen

γsen

δsenR

CCC

C
C

 

Como 







 isen

V

V
senarco2π2rπβ

P

CP  

Fig.3 
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





































isen
R

R
senarcoisen

V

V
senarcoi

2

π
θ

isen
R

R
senarcoiisen

V

V
senarco2π2δβ2θ

C

P

CP

C

P

CP

 

 

0,545
6370

3470

R

R
;0,831

10,85

9,02

V

V C

P

CP   

 

     isen0,545senarcoisen0,831senarcoi90ºθ    (2) 

 
Con ayuda de la calculadora damos valores a i en la ecuación (2). 

 

i=10,            i=20,

 

i=30,         i=40,

 

i=50,         i=60,

 

i=70,         i=80,

 

i=90,       

 
Los datos anteriores nos dicen que la función presenta un mínimo entre 50º y 60º 

 

i=55,         i=56,      

 

Tomaos como mínimo  i=55º al cual corresponde = 75,6º 

 

La gráfica  frente a i es la figura 4. 


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Fig.4 
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La figura 5 se ha dibujado  a escala con el ángulo de incidencia mínimo de 55º, al que 

corresponde un ángulo 2 =2*75,6=151,2º 

 

 

 

 
 

 
 

 

Al punto X1 de la figura 5 le corresponde un ángulo  

 

114º2θ57ºθ0,545
6370

3470

R

R
θcos maxmax

C
max   

 
 

Todos los observadores situados entre E y X1  y entre E y X4 pueden recibir ondas sísmicas 

directas P y S. Los observadores situados entre X2 y X3  pueden recibir ondas P refractadas en el 

núcleo. 

 

Los observadores situados entre X1 y X2 y entre X3 y X4 no reciben ondas ya que según la 

gráfica  de la figura 4, cuando el ángulo de incidencia es mayor de 55º 2>151,2º y cuando 

i<55º , 2>151,2º. 

 

Como las ondas P son más veloces que las S,  el tiempo de llegada a un lugar será menor, las 

ondas P que se refractan se propagan en le núcleo con menor velocidad que en el manto. Un 

bosquejo del tiempo frente a  está en la figura 6. 

 

Fig.5 
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4) Designamos con L a la distancia que existe de E al punto X del observador 

 

 
 SP

SPPS

PS

PS

S

S

P

P
VV

VVtt
L

V

1

V

1
Ltt

V

L
t;

V

L
t















  

 
 

De la figura 7 se deduce: 

 

 
   

17,8ºθ20,155
6,3110,8563702

6,3110,85131

VVR2

VVtt

R

2

L

θsen
sP

SPPS 








  

 

 

5) Al observador situado en X le llegan de forma directa, esto es, recorriendo el camino L las 

ondas P y S. Pero también le llegan las ondas que inciden en la superficie de separación manto-

núcleo y que se reflejan en ella y que por ello siguen el camino D+D=2D 

 

E 

X 

L 

2  

Fig.6 

Fig.7 
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De la figura 8 se deduce: 

 

km1971
2

17,8
sen63702θsen2RL

R

2

L

θsen   

 

km2990
0,3296

985,5

19,24sen

2

L

D
D

2

L

19,24sen;19,24ºγ
2823

985,5

TM

2

L

γtag

km282334706293R-OMTM;km6293985,56370
2

L
ROM C

22

2

2













 
Designamos que en el lugar en que se produce el terremoto t=0. Los tiempos que tardan en 

llegar las ondas P y S a X siguiendo el camino D+D son: 
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3.-Tres partículas cada una de masa m, están en equilibrio y unidas por 

muelles no estirados, sin masa, los cuales obedecen a la ley de Hooke, 

siendo su constate k. Las masas están obligadas a moverse por una 

circunferencia tal como indica la figura 3.1. 

 

 
 

 

 

I.- Cada  masa sufre un pequeño desplazamiento respecto su posición de 

equilibrio:  u1, u2 , u3 respectivamente, escribir la ecuación de cada una 

de las masas. 

 
En la figura inferior se indican los desplazamientos  y las fuerzas sobre cada partícula 

 

 

 

 

Fig.3.1 
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II.-Verificar que el sistema  tiene una solución armónica 

ωtcos(0)nunu   con n=1, 2 ,3 y   la frecuencia angular, con tres 

posibles valores  

   
m

k2
o

ωdonde0,y3oω,3oω   

1

22

12

1

2

1
1

11 uωωtcosω(0)u
dt

ud
ωtsenω(0)u

dt

du
ωtcos(0)uu   

2

22

22

2

2

2
2

22 uωωtcosω(0)u
dt

ud
ωtsenω(0)u

dt

du
ωtcos(0)uu   

3

22

32

3

2

3
3

33 uωωtcosω(0)u
dt

ud
ωtsenω(0)u

dt

du
ωtcos(0)uu   

 
Sustituyendo en las ecuaciones  
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Ordenamos cada una de las ecuaciones formando un sistema de ecuaciones y hacemos 
222   op  
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El sistema es compatible si el determinante de los coeficientes es nulo. 
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Desarrollando os determinantes de segundo orden 
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Las soluciones de la ecuación son =0 y si x=
2 

 

m

k3
ω3ω3ωω3ω

2

9ω436ω6ω
x 0

2

o

22

o

4

o

4

o

2

o



  

Existe una raíz doble. 

 

III.-El sistema de muelles se extiende a N partículas, cada una de masa 

m y unidas por muelles de constante k. inicialmente los muelles no están 

estirados  y se encuentran en equilibrio. Escribir la ecuación  de 

movimiento de la masa n ( n=1,2,..…, N)  en función de su 

desplazamiento y masas adyacentes cuando las partículas se desplazan de 

su posición de equilibrio. 

tscosωφ
N

snπ2
sen(0)nu(t)nu 








  

Son soluciones oscilatorias, donde s =1,2,…,N , n=1,2,…,N y  es una 

constante de fase arbitraria, con la condición de que las frecuencias 

angulares estén dadas por 











N

sπ
seno2ωsω  

Establecer el rango de posibles frecuencias para una cadena que 

contiene un número infinito de masas. 

 
En la primera parte hemos visto la ecuación para la masa 2 
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Si generalizamos para la masa n 
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Suponemos que  =0 
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Sustituyendo en la ecuación 
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De acuerdo con la relación trigonométrica 
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Sustituyendo en la ecuación anterior 
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Aplicando la relación trigonométrica: 
N

sπ
A;2Acos1Asen2 2   
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N1,2,......s;
N
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senω2ω

N

sπ
senω4ω os
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Cuando s = N ; s = 0 . Cuando  s=(1/2) N  ; s = 2o 

 

IV.-Determinar la relación 

1n
u

nu



para N grande en los dos casos:a) 

solución de baja frecuencia, b)  =  max , donde max es la solución de 

frecuencia máxima. 
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Como  sen(A+B) =  sen A cos B+cos A sen B 
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Si w es pequeño lo es s y , por tanto , 0
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La frecuencia máxima  ocurre cuando s=(1/2) N. 
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