Problemas de
Las Olimpiadas

InNternacionales

De Fisica

José Luis Hernandez Pérez

Agustin Lozano Pradillo

Madrid 2008



172 OLIMPIADA INTERNACIONAL DE FISICA. GRAN
BRETANA. 1986

1-Una onda luminosa monocromatica de longitud de onday
frecuencia f incide normalmente sobre dos rendijas estrechas iguales,
separadas por una distancia tBl como indica la figura 1.

La onda de luz emergiendo de cada rendigauna distancia X y para un
tiempo t viene dadpor

y=acos2’ ad‘t- X8
O

Siendo a la amplitud ques la mlsma para las dos onddqse supone que
x>>d)

1) Mostrar que las dos ondas observadas para un angptmn la normal

a las rendijas tiene una amplitud resultante Ala cual se puede calcular
sumando dos vectores cada uno de ellos con un médulo a y con una
direccion asociada determinada por la fase de la onda de luz.

Verificar geométricamente, a partir del diagrama vectorial, que
A=2acos , siendo b =3d serd

2) La doble rendija se sustituye pomured de difraccion con N rendijas
igualmente espaciadas, con una distancia d entre dos rendijas
consecutivas. Utilice el método vectorial de sumar amplitudes, para
mostrar que los veores amplitud cada uno de mdédulo a, forman parte
de un poligono reglar con vértice en un circulo de radio R de valor
a
2serb

Deducir que la amplitud resultante esazeiany obtener la diferencia

enb

de fase relativa



en funciéonde b. En otra

3) Dibujar en la misma grafica, sen 8y selnb

grafica mostrar como la intensidad de la onda resultante varia en
funcion deb.

4) Determinar las intensidades de los maximos principales

5) Calcular el nimero de maximos principales

6) Mostrar que dos longitudes de onday / +d /, donded £</ producen
maximos principales con una separacion angular

no-
qC)OEdcosof ’

Calcular la separacion para ladgneas D del sodio
2=589,0nm, a+@ma589,60m, n=2y d=1,2.10 5m

conn=0, °1; °2,...etc

Recodar; cosA+cosB = ZcoﬁeALB&:OSaeA—Bg

¢ 2 c 2 -

1) La diferencia de caminos recorridos por las dos ondas (ver la figural) es d sen g, lo que se
traduce en un angulo de desfase F

& dsend . _ 2 dsend
==Y ="
2 a o

El diagrama vectorial, para las dos ondas esta en la figura 2.

OPQ es un triangulo is6sceles cuyos lados iguales valen cada uno a.

“dsend
o

b+b+(180-0)=180 Y 2b=u Y bz%:

De la figura 2 se deduce:

. a(L+cosi) _a(l+cos2b) _ alcos’h

Acosb=a+acost Y A= = =2acosb
cosb cosb cosb




2) El método vectorial de sumar amplitudes es ir colocando vectores uno a continuacion del otro
con un angulo entre ellos F, como indica la figura 3

Fig.3

Veamos por qué el angulo MON es igual a F. En el triangulo MON (fig.3), se cumple
MON + 2(L°J+ b) =180°. En el triangulo MOS se cumple

MOS+2e=2 MON+2e=180°.
Combinando ambas ecuaciones
MON-2b=0 Y MON=2b=10

En el triangulo MON trazamos la bisectriz del angulo F que corta a MN a la mitad, por tanto:

a
; Y R = a g :2 a 5
R ZSenE sen

La figura 4 es la misma que la 3, aunque simplificada. EI angulo MOT es 5F . OW es
perpendicular a MT.

A
sen =2 v A=2Rsenl vV A=20-2 Gen>U-_2

2 = Qen5b
2 R 2 2senb 2 senb




Fig.4

Para N rendijas la expresion anterior es:

A=_2_ Qen(N b
senb

Teniendo en cuenta que la intensidad es proporcional al cuadrado de la amplitud

=|osen2(Nb) M

a2 sen?(NB)
sen?p

I = kA? -
sen‘b

El angulo fase que nos piden es r en la figura 4.

Sustituimos el 5 por N.

(anq
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(CY N = Ny =t

El angulo buscado r vale (figura 4)



) =Cb- = Cb- S0 - N%g=b- 2 +Nb=b(N - 1)
(s: =

tenderd a infinito cuando beta sea 0°, 180° y en ese intervalo tendra valores

3) La gréfica !
senb

positivos; tendera a infinito para 180° y 360° , pero sus valores seran negativos. La grafica sen
(N b) es una funcion senoidal.(fig.5).
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La figura 6 se ha realizado para N=4 y la figura 7 para N=10 . A medida que N aumenta los maximos
principales son mas agudos y menos destacados los secundarios.

3 sen?(NB) o 3 _
4) La ecuacion (1) 1= Io—znos da las intensidades en funcion de beta.El cociente
sen“b
sen?(Nb) _ . .
—zblndetermmado para los maximos, se puede calcular sustituyendo los senos por los
sen
o (NBY -
amgulosb—2 = N*. Laintensidad de los maximos es:

— 2
I =I,N

5) Los maximos principales, recogidos en una pantalla lejana de la red, se producen cuando la diferencia
de marcha es un multiplo entero de la longitud de onda, dserdf=na- Y n :gserd, el valor
maximo de n esta condicionado porque el seno no puede ser mayor que 1, y el nUmegde mAaximos es
igual a |l os valor es¢%ue puede tomar n=0, 1, 2¢

Por ejemplo para una red de difraccion con 600 lineas por mm y empleando una luz de 5000 A

10°°
-3 —_—
= 1 = 10 m= Yg = __600. _ =3,3
600.mm ™" 600 & 5000.10*

El nimero de méximos es 4, que corresponde a los valores n=0,1,2,3



send:n?, para n=0, send=0

para n =1, sendzﬁziY d=17,6°
d 3,3
para n = 2, sendzzgkzi\'( d=37,3°
d 33
para n =3, send:3§:%Y d=65,3°

3
para n =4esimposible ya que el seno es mayor que la unidad

6) Diferenciamos la ecuacién

dsend=naY dcosddd=ndaY dd= ndaY pE npe
dcosd dcosd
2M,6.10° 10 10 10°3 _
12.10° Gosd - Senzd_\/l- ot \/1_ 4dp89.010°)
d* fL210°)

P oE5,2.10° rad



2.-A principios de este siglo se progpaun modelo para la constituan de
la tierra, consistente en una capa esférica homogénea sélida isotropica de
radio R, concéntrica con ella existe un nuabeen estado liquido de radio

Rc( ver figura 1).
E “
O

Fig,1

Las ondas longudinales (ondas P) y transversale®rndas S) de un
terremoto se propagarcon velocidades constantes Y Vs por el manto

de la tierra Por el nicleo se propagasolamente las ondas P con una
velocidad \¢p<Vp.

Un terremoto que ocurre en la superficie tertes en E produce omlas

sismicas que se desplazan a través de la Tierra y son tddg por un
observadorque puede estasituado encualquier punto de la superficie
terrestre designando esta posicioncon X enla figura 1. La separacion
angular entre Ey X sedetermina mediante el angulo 2g, siendo O el
centro de la Tierra.

1) Mostrar que las ondas sismicas que viajan a través del manto en linea
recta llegaran a X en un tiempo t después de ocurrir el terremoto

- 2Rsend para d ¢ arco co%&g

t
¢R =

Siendo v=¥, para las ondas P y ¥/, para las onda S.

2) Existen posiciones de X para las que las ondas sismicas llegan después
de refractarse en la superficie maraicleo. Dibujar el camino de tales
ondas P.Obtener una relacion entreg e i, siendo i el angulo con que
inciden las ondas en la superfieide separacion mantoucleo

3) A partir de los siguientes datos: R = 6370 km , B=3470 km,
Vp=10,8 5km/s, ¥= 6,31 km/s, ¥,=9,02 km/sy el resultado obtenido en
el apartado2, dibujar una g@fica g frente ai. Comentarqué ondasle
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llegan a un obsrvador X dependiendo de su situacion en la superficie
terrestre. Hacer un bosquejo del tiempo de viaje que emplean las ondas P
y S en funcién deg para d ¢ 90°.

4) Después de un terremoto, un observadmide que el tiempo de
demora conque le llegan las ondas P y S es de 2 minutos y 11 segundos.
Deducir la separacion angular de este @vgador respecto del terremoto

(angulo 2q).

5) El observador del apartado 4 detecta que después de la llegada de las
ondas P y S, su sismOmetro retfa la llegada de nuevas ondas P y S con
un intervalo entre ellasde 6 minutos y 37 segundoBxplicar este hecho

y verificar que el resultado es consistente con la posicidbn que ocupa el
observador.

En la figura 2, E indica la posicion del terremoto y X la del observador, siendo EX=L la
distancia en linea recta entre ambos. EXO en un triangulo is6sceles de lados iguales a R.

L
V:E; send:;\'( t:2Rsend v t, :2Rsend v t, :ZRsend
t R v V, (VA

Si X ocupa una posicion tal que la recta L es tangente a la esfera del ndcleo, las ondas le pueden
llegar directamente. Esa posicion marca precisamente el valor de 2Q maximo, para valores
inferiores a ese maximo las ondas P y S le llegan directamente al observador.

R . aR . O
cosd.__, :?C Y d¢arco cos®.C9

Q R -
2) Una onda P que se genera en E se desplaza por el manto hasta llegar a la interfase manto-
nlcleo donde se refracta siguiendo la ley de Snell

seni _ V,
——=_r ()
senr Vg
Al llegar de nuevo a la interfase se vuelve a refractar. La marcha de este rayo se indica en la

figura 3, la cual se ha hecho a escala con los datos del problema.



Fig.3

De dicha figura se observan las siguientes relaciones entre los angulos

2d=b+20 ,

U+l+2="; o+i=" Y u=i-U

b+2r="

En la mencionada figura se ha trazado la recta e;& que es perpendicular a OE

WT

senozg ; senli=—— Y ET @enU=R_senl

RC
Aplicamos la regla de los senos en el triangulo EOT

send senl Rsenu
=" Y ET=
R E seno

De las dos ultimas ecuaciones:

Rsentd .. -~ _ ¢ - Rgsena
GenU=R_senlY senU=—"-; co
seno R
.. ar ¢ Q_. aR. BN I
U=i- arco seno 2e—Csen 00=i - arco seno e—<-sen (" - i)o=i
¢R = ¢R =
. . eV, 0
Como b="-2r="- 2arco seng—=-seniy
&Ve a

mo U=i-U

&R. B
- arco seno ee—Senio

¢

11



o R
2d=b+20="- 2arcosen§\/ sen|8+|- arcosenge—senloY
9

’ aRr.
:—+|-arcose ﬁ\/ sen|8 arcosenaeR—senlo
¢

9,02 R. _ 3470

Voo 902 g1, Re 3470
Ve

10,85 ' R 6370

o =90°+i - arco sen (0,831Geni)- arco sen(0,545Geni) (2)

Con ayuda de la calculadora damos valores a i en la ecuacion (2).

(;R

0,545

i=10,g=100-8, 296 - 5, 430 =86,03A 6,

1I=30,0=120-24, 550- 15548 =3 309,324 287120
1I=50,0= 2039, 23N7 67,67 9i=60, ©f0 46, @B7 1%538 1
i=70,0=160-51, 342- 30588 CgelvOF* 585 922- 32
i=90,0=180-56, 202-33,025=90,
Los datos anteriores nos dicen que la funcién presenta un minimo entre 50° y 60°

i=55,0=145-42, 900- 26556351465 ,489 545- 26

Tomaos como minimo i=55° al cual corresponde g= 75,6°

La gréafica q frente a i es la figura 4.
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La figura 5 se ha dibujado a escala con el angulo de incidencia minimo de 55° al que
corresponde un angulo 2q =2*75,6=151,2°

Fig.5

Al punto X; de la figura 5 le corresponde un angulo

cosd, =?=—=o,545 Y d_=57°Y 2d_ =114°

Todos los observadores situados entre E y X; Yy entre E y X, pueden recibir ondas sismicas
directas P y S. Los observadores situados entre X, y X5 pueden recibir ondas P refractadas en el
nicleo.

Los observadores situados entre X; y X, y entre X3 y X, no reciben ondas ya que segun la
grafica de la figura 4, cuando el angulo de incidencia es mayor de 55° 2g>151,2° y cuando
i<55°, 20>151,2°.

Como las ondas P son més veloces que las S, el tiempo de llegada a un lugar sera menor, las
ondas P que se refractan se propagan en le nucleo con menor velocidad que en el manto. Un
bosquejo del tiempo frente a esta en la figura 6.
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Fig.6

4) Designamos con L a la distancia que existe de E al punto X del observador

o

te Y ts_tP:L 1'— Y L:M

g 1
’ ° CVs VPI (VP'VS)

QDO

- L - L
v, vV,

Fig.7

L
snd=2 = (t- VeV, 1810085331 _ 0,155 Y 2d=17,8°
R 2R(V.-V,) 2®370(10,85-6,31) ’

5) Al observador situado en X le llegan de forma directa, esto es, recorriendo el camino L las

ondas P y S. Pero también le llegan las ondas que inciden en la superficie de separacion manto-
nacleo y que se reflejan en ella y que por ello siguen el camino D+D=2D
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Fig.8

De la figura 8 se deduce:

L

send= % Y L=2Rsend= 2@37o®en% =1971 km

° ~2
OM=_|R?- %8 = /63707 - 985,57 =6293km ; TM =OM- R =6293 - 3470 = 2823km
(; -
L L L
tago=—2 =895 v 519040 . sen1924=2y p=— 2 =985 _ 5995
™ 2823 D sen 19,24 0,3296

Designamos que en el lugar en que se produce el terremoto t=0. Los tiempos que tardan en
llegar las ondas P y S a X siguiendo el camino D+D son:

T, _2D .4 2Dy T, - T, =6min37s —3975=22.2Dy 3978/, &/, =2D(V, - V)Y

V, %V, V., V,
v 02397 &, _397A085B31_ 00
2(V, - V) 2,54
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3.-Tres particulas cada una de masa m, estan en equilibrio y unidas por
muelles no estirados, sin maskbs cuales obedecen a la ley de Hooke,
siendo su constate k. Las masas estan obligadas a moverse por una
circunferencia tal como indica la figura 3.1

Fig.3.1

|.- Cada masa sufre un pequefio desplazamiento respecto su posiciéon de
equilibrio: uy, U, , Uz respectivamente, escribir la ecuacién de cada una

de las masas.

En la figura inferior se indican los desplazamientos Y las fuerzas sobre cada particula
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d’u d’u
m dtzl :k(uz - ul)' k(ul' U3)Y dt21 =’X’§(U2 - ul)' Y(z)(ul' us)
d? . d?
tuzz :k(ua' Uz)' k(uz - ul)Y dtuzz :'X‘S(U3- Uz)' ’X‘S(UZ - ul)
d®u d*u
m dt23 :k(ul' us)' k(us' z)Y dt23 :Y(Z)(Uf us)' ’X'(Z)(us' uz)
Il. -Verificar que el sistema tiene una solucibn armonica

Un=Un(0O)cosy 1 con n=1, 2 ,3 yw la frecuencia angular con tres
posibles valores

YoV3,¥gV3 vy 0, dondewrgz%

u,=u,(0) cos ¥ t % =-u,(0) & Genvy t ddtul =-u,(0)&?* @os¥ t=-v°u,

2

2

u,=u,(0) cos ¥ t =-u,(0)&Genvy t ddtuz =-u,(0) &’ @os¥ t=- U,

2

2

u,=Uu,(0) cos ¥ t =-u,(0)&Genvy t ddtUs =-u,(0)&* @os¥ t=-¥’u,

2

u2
dt
du,
dt
Sustituyendo en las ecuaciones
2 —_ ap2 2 7 2 2 ) — Apr2 v
-Yu _Yo(uz - ul)' Yo(ul- us)Y ul(Z’X‘O - ¥ )_Yo(uz +u3)Y

Y (u,0)cos ¥ t)(2¥2 - ¥?)=¥2cos ¥ t[u,(0) +u,(0)] ¥
Yo u,0fr- ¥7)- ¥2u,00-72u,0) =0

- quz :‘X’(Z)(U3 - uz)' Yi(uz - ul)Y u2(2Y§ - ‘x’z)z’yg(ug "'ul)Y

Y (u,(0)cos Yt)(foJ - xz):xﬁcos *t[u,(0) +u, (0)] Y
Y u2(0)(2¥§ - xz)- ¥2u,(0)-¥2u,(0) =0

- qus :Yﬁ(ul' U3)- Yi(ua - Uz)Y U3(2Y§ - YZ):Yg(Ul+U2)Y
Y (u,(0)cos ¥ )22 - ¥2)=+2cos ¥t[u, (0) +u,(0)] ¥
Y  u,(0) (2?5 - xz)- ¥2u,(0)-¥2u,(0) =0

Ordenamos cada una de las ecuaciones formando un sistema de ecuaciones y hacemos

p=2u} - w

+pu, (0) - ¥5u,(0) - ¥iuy(0)=0
-vou; (0)  +pu,(0) - ¥oUy(0)=0
-%ou,0) - ¥ou,(0) +pu,(0) =0
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El sistema es compatible si el determinante de los coeficientes es nulo.

2
P =% =% p - - =¥ -¥ ¥l
-¥2 p  -¥=0Yp 2 po - ( xg) Yg p° +(— ’X‘(Z)) p° °/=0
2 2 “ %0 “ %o “ %o
-¥ - ¥ p

Desarrollando os determinantes de segundo orden
p(p2 - x;‘)ﬂrﬁ(- p¥?2 - x;‘)- xﬁ(x;‘ +px§):0\'(
Y pP-p¥i-pyi-wl-vl-pyi=0Y p’- 3p¥i-2¥vi=0Y
(Zxﬁ - Y2)2(21r§ - YZ)- 3(2?3 - xz)wr;‘ -2¥2=0Y
(4?2 +y* - 4¥§Y2)(2¥§ - xz)- 6¥S +3¥v>yi-2¥P =0Y
Y 8% +2¥ ¥l - 8yl - 4xP¥l - ¥ +4ytyl - 6% +3¥wiwl - 2¥0 =0V
Y -¥®+6%'¥2- 9x’yl=0Y xz(x“ - 677y +91r§): 0

Las soluciones de la ecuacién son w=0 y si x=w?

6¥2° (367" - 4y . .
X =—2 2° © =3¥2Y ¥2=3¥’Y ¥=+B3v,= %

Existe una raiz doble.

II'l.-El sistema de muelles se extiende a N particulas, cada una de masa

m y unidas por muelles de constante k. inicialmente los muelles no estan
estirados y se encuentran en equilibrio. Escribir la ecuacion de
movimiento de la ma a n ( n=1,2, .. &, N) e |
desplazamiento y masas adyacentes cuando las particulas se desplazan de

su posicion de equilibrio.

up () = un(O)sergezN—nS +G8cosr ot
(;; =

Son soluciones oscilatorias, dode s =1, 2, é, Mesunan=1, 2,
constantede fasearbitraria, con la condicion de que las frecuencias
angulares estén dadas por
’X‘SZZ’X‘OSGI’ge—Sg
¢cN -
Establecer el rango de posibles frecuencias para una cadena que
contiene un namero infinito de masas.

En la primera parte hemos visto la ecuacion para la masa 2
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Suponemos que f =0

du, (® :-un(O)xssengézﬁgsenxstY du, @ -u, (0)¥? sengéz—ocosxt
dt ¢ N =+ dt? ¢ N =

Sustituyendo en la ecuacion

2 +1
e“ (0)sen ge%o 0S¥, t-fa
é ¢ u
42° ns g é 2'nso u,
- u,(0)¥? sengeﬁ&osrst =vl& 2un(0)senge£8(:osxst+ oY
N = e ¢ N =+ d
32" (n-1)sg u
ge%&osxstg

e* u,(0)sen
¢ - u

. axsz o] 7 ~ o 4 + ~ o ’ ,
Y - _zSen %ﬁg: Sen&?ﬂ8+ SGHMO Zsen%ﬂ
¥, ¢ + ¢ N + N = ¢ N

|- OO

O

De acuerdo con la relacion trigonométrica

senC+senD =2sen “ 2 cos &= Py C:My D:_Z’(n-l)sY
2 2 N N
C+D_2's(n+1+n-1) _2"sn C-D_2"s(n+1-n+1)_2"s

y £*b. =2 sn. =
2 2N N 2 2N N

Sustituyendo en la ecuacion anterior

2 o o

Y -L;sengéz—sg 25 ngez— o aez—o Zsenge—oY

¥, C N = C N = o N = o N =
B ,X.Z ,X.Z o 7 ~
v - X o008 5827 ¥ o029 cosie 38'3
Yo C N =+ Yo e U

s

Aplicando la relacién trigonométrica: 2sen?A =1- cos2A ;A = N
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s o s
¥2=4¥’sen*— Y ¥, =2¥ sen—; s=12...N
N N
Cuandos=N;w;=0.Cuando s=(1/2) N ; w,=2w,

IV .-Determinar la relacon

para N grande en los dos caseg
un+1

solucién de baja frecuencia, biy= w ., donde . es la solucion de

frecuencia maxima

32° NS 32 nsH 32° NS
u,(O)sen 8%8005 ¥t sen %78 sen %%0
u, _ C N = _ N = _ c =
U, 2" (n+1)s 1)5g &2 (n+1)sg _ 82'ns 2'sg
1 u,_(0)sen 0S¥t seng——7*"—5 Senge——+—0
"0 8 N HC g N ¢ N N -
Como sen(A+B) = sen A cos B+cos A sen B
senaae—2 nsg
U, _ ¢ N =+
2'ns,.. 2°s 2°ns 2°s
Una sen @os +C0S sen ——
N N N N

Siwespequeﬁoloessy,portanto,NS- 0Y COSZ—NS- 1 sen%- 0

32° NS
senge—o
U, o C N = 01
Una  gon a2’ n58+0
c N =

La frecuencia méaxima ocurre cuando s=(1/2) N.

sende 159
U, _ c N 2 _ sen('n) _ sen(" n) .
Ups  gond2 NS, 2758 sen("n+") sen(" n)cos(” )+cos(" n)sen(" )
¢ N N =
o sen(' n) Y u_no 1



