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1.- La absorcion y emision de un foton esa un proceso reversible. Un
buen ejemplo se encuentra en la excitacion de un atomo desde el estado
fundamental a uno de mayor energia y el subsiguiente retorno al estado
fundamental. En tal caso podemos detectar la absorcion de un fotdén a
partir del fendmeno de la emision espontanea o fluorescencia. Algunas
de las mas modernas técnicas instrumentales utilizan este principio para
la identificacién de los atomos y también para medir o calcular el valor
de la velocidad en el espectro de velocidades del haz de electrones.

En un experimento idealizado un i6n con una sola carga viaja, con
velocidad v, en direccidn opuesta a un haz de luz laser. La longitud de
onda del laser se puede variar. Un idn en reposo se puede excitar a un
nivel superior de energia al interaccionar con la luz laser de longitud de
onda 600 nm. Pero si ese mismo i6n se mueve con una cierta velocidad
hacia la luz del laser entonces, de acuerdo con el efecto Doppler, se
necesita que este emita una longitud de onda diferente a la anterior. El
espectro de velocidades de los iones estd comprendido entre v=0 y v
=6000 m/s

1.1.1.-- ;Qué rango de longitudes de onda del laser debe utilizarse para
lograr la excitacidn de todos los iones cuyo espectro de velocidades es el
indicado anteriormente?

1.1.2.- Un analisis riguroso del problema exige la aplicacion del
principio de relatividad, el cual conduce a la expresion

<

F=f C+
C—

<

Calcular la diferencia que existe en utilizar la formula clasica del efecto
Doppler

1.2.- Suponiendo que los iones se aceleran mediante una diferencia de
potencial U antes de excitarlos mediante la luz del laser, determinar la
relacion entre el espectro de velocidades de los iones y el potencial
acelerador U.

. : C
1.3 La relacion carga masa de cada uno de los iones es %:4.106 k_gy

poseen dos niveles de energia que corresponden a las longitudes de onda
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600 nm y 600+10° nm. Mostrar que la luz de las dos longitudes de onda
utilizadas para excitar los iones se solapan cuando no se aplica a los
iones voltaje acelerador.

Si se utiliza un voltaje acelerador es posible separar los dos espectros de
la luz de manera que no haya solapamiento entre ellos. Calcular el valor
minimo de U para que esto suceda.

1.1.1.- Rango de longitudes de onda

Cuando el laser esta en reposo y el ién se mueve hacia el laser, la ecuacion del efecto
Doppler es:
Y
f=f|1+—
C

Siendo f* la frecuencia que recibe el idn, f, la frecuencia del laser, v la velocidad de
desplazamiento del i6n hacia el laser y c la velocidad de la luz.

Por otra parte el ién solamente pasa a un estado de mayor energia cuando recibe la luz
del laser de frecuencia f*, esto ocurre tanto si el i6n est4 en reposo como si se desplaza
con velocidad v, por tanto, la ecuacion del efecto Doppler se escribe

f*:fo(1+¥j
C

. , _ . cC 3.10°
Cuando el ionestaenreposov=0yf*=f,=—=———"
A, 600.10

=5.10"Hz

m

Cuando su velocidad es v = 6000 m/s

f*=f0(1+x]:> i=i(1+¥j:> xM=xm[1+Xj=xm(c+—Vj
c Ay Ay c c c

C+V C+V AV 600nm*6.103m
Ax:xM—xm:xm(—]—xmzxm[ —1]: mZ S —0,012 nm

c 3108 M
S

Para que todos los iones puedan excitarse la longitud de onda del laser debe estar
comprendida entre 600 nm y 600,012 nm.

1.1.2. Andlisis riguroso...

Escribimos las formulas

fg,zfo(lﬂj ., =f YOV
C C—-V

Los subindices D y R significan Doppler clasico y relativista, respectivamente.
Despejamos f, de la primera y lo sustituimos en la segunda



- foc ve+v _ foe fy “f = sz N
c+vie—v +Je?—v? v? 1V
1_CT 2C2
g 2 3\ ’
- f—l?: —V—2:1—(6L)2 j— f_l?:1_2.10—10
fe 2c 2*(3.10°) fe

La formula clésica es valida para esta velocidad de los iones.

1.2.- Determinar la relacion entre el espectro de velocidades de los iones y el
potencial acelerador U.

Para los iones de velocidad cero %m\/fn =qU = v, = /Zq?U
2 2 2qU

. . 1 1
Para los iones de velocidad v: Em\/2+qU=§m\/M =V =,V
m

2 +2qU _|2qU
m m

Av=vVv, -V, = \/ v
Si U es pequefio no existe apenas cambio en el espectro de las velocidades.
Si U es muy grande el espectro de velocidades es cada vez mas pequefio y tiende a cero.
1.3 Mostrar que la luz de las dos longitudes de onda utilizadas para excitar los

iones se solapan cuando no se aplica a los iones voltaje acelerador.

Primer nivel de energia sin voltaje acelerador
Cuando la velocidad de los iones es cero A% =600 nm

Cuando la velocidad de los iones es v

1) 1) 1
£ :f0[1+xj - K_m:%_M(ij: @ = tn__ 000 MM _ 544 988 nm
C C C C 1 \ 6.10
+— 1+

c 3.10°

Segundo nivel de energia sin voltaje acelerador
Cuando la velocidad de los iones es cero A? =600 +10°nm

Cuando la velocidad de los iones es v
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c c c c 1 \Y 6.10
+— 1+
c 3.10°
Para observar el solapamiento
2@
Ay m
Lo t AW )
M 1 .
A T A I Flg.l
1 I
I N I T A N B |
v l l
599,988 599,993 599,997 600,001

1.3 .-Calcular el valor minimo de U para que esto suceda.
De la figural se deduce que para que no haya solapamiento

A2 (U) 249 (V)

%mvf?]zzqu = VS]):J_ZqU =10°y/8U
m

(O] ® @ 3
f*=fo(1+xj 2 (U)(1+Vm j: 600nm=x5§>(U)(1+10 SUJ:
c c c c c
600
= AU = O
( 103\/8U]
1+
C

Vamos a calcular v (U)
2qU

1 2 1 0] 2 0] 2
—mv: +quU =—mjv,; (U = Vv, =|v:i+——
S +qu = mlvi )] @ () i



@ @ () @
£ =f0(1+ Xj o Ao M ) (1+ Vi (U)J —  600+10%nm = x‘n?(u)[u—v“” (U)J -
C

c c c c
-3
— 20@U) = 600 +10 )
v2 4209
1+ m

El valor minimo de U se consigue cuando las ecuaciones (1) y (2) sean iguales

600 600 + 0,001
. 10°+/8U V/36.10° +8.10° U
+ 0 14
C C

6 6 3
= 600+ 600 Y36.10° +8.10° :600,001+600,00110 8U

C C
0,001* ¢ = 600*+/36.10° +8.10° U — 600,001*10°\/8U =

3.10° =600*10°+/36 +8U —600,001*10°vV8U =

= 300 =600v36+8U —600,001v8U

La ultima ecuacion la resolvemos por tanteos sucesivos

U 600+/36 +8U 600,001 /8U Diferencia
100 V 17348 16971 377>300
200 V 24268 24000 268<300
150 V 21094 20785 309>300
155 V 21432 21128 304>300
160 V 21766 21466 300=300

No se producira solapamiento cuando U >160 V



2.- Una rueda cilindrica de densidad uniforme y masa M =0,40 Kg y
radio R =0,060 m3, y espesor d=0,010 m , estd suspendida del techo
mediante de dos cuerdas ligeras. Cada cuerda se puede enrollar sobre el
eje de la rueda . El radio de dicho eje es r = 0,0030 m. La masa del eje y
de las cuerdas se consideran despreciables. Cuando la rueda se gira
manualmente las cuerdas se enrollan sobre el eje hasta que el centro de
mas de la rueda estd a una altura de 1m por encima del suelo. Si la
rueda se deja en libertad esta desciende verticalmente al mismo tiempo
que gira. Las curdas se desenrollan en su totalidad y la rueda alcanza su
punto mas bajo, luego, las cuerdas se enrollan, en sentido opuesto, de
nuevo sobre el eje y la rueda asciende. Se supone que las cuerdas estan
en posicion vertical y los puntos donde la cuerda toca al eje estan
directamente debajo de sus respectivos puntos de suspension (ver la
figura inferior)

® S

(1)

w

Sejeporelcdm; SA=r
A generatriz del eje de
rotacion

A= »

(o)

2.1.- Determinar la velocidad angular de la rueda cuando el centro de
masas ha recorrido la distancia s, hacia abajo.

2.2.- Determinar las distintas energias de la rueda cuando s= 0,50 m
2.3.- Calcular la tension de la cuerda cuando la rueda esta descendiendo
2.4.- Calcular la velocidad angular @’como funcion del angulo ¢ cuando

la cuerda comienza a arrollarse en el eje en el sentido opuesto al que
estaba cuando descendia.



Dibujar un gréafico de variables que describa el movimiento (en
coordenadas cartesianas) y también la velocidad del centro de masas en
funcion de ¢.

2.5.- Si cada cuerda resiste una tension T =10 N sin romperse, encontrar
la maxima longitud de cuerda que puede desenrollarse sin romperse.

2.1.- Velocidad angular de la rueda

Cuando la rueda haya descendido una altura s, su energia potencial se ha transformado
en cinética de traslacion del centro de masas y en cinética de rotacion alrededor del eje
perpendicular a la rueda y que pasa por el centro de masas

1

1., 1 1.1
Mgs = = Mv? + = *
=3 2

lo* = =Mv? +=* = MR *w’
2 2 2
La velocidad lineal del centro de masas esta relacionada con la velocidad angular de la

rueda v=or

gs -t LYC N
2 4

2.2.- Determinar las distintas energias de la rueda cuando s= 0,50 m

Si tomamos como origen de la energia potencial el suelo las distintas energias de la
rueda son:

Energia cinética de traslacion:



1 2*9,8*0,5

~*0,0030* =9,75.107°)

0,0030° + 0’020

Energia cinética de rotacion:

EQ =%Iw2 :%*%MRZ *LSRZ = %*0,4*0,0602 *
r2+7 0,0030° +

Energia potencial respecto del suelo

2*9,8*%0,5
0,060°

=195

E, =Mgs =0,4%9,8%0,5=1,96 J

2.3.- Calcular la tension de la cuerda

Las ecuaciones son las siguientes:

2T - Mg = Ma
T 2T*r =lo
@ a=ar
Mg

T tension de cada cuerda, a =aceleracion del centro de masas, o =aceleracion angular
de la rueda. | =momento de inercia.

2 2 2 2
2T -Mg=Ma r=MZ T ap o 2T ATy 40 ) Mg 7= MR
' 1yrz R R 2R —4r
2
* * 2
04*9,8*0060° o

- 2*0,060° —4*0,0030>
2.4.- Determinar la velocidad angular en funcién del angulo @

Cuando la cuerda se ha desenrollado en su totalidad se produce un rebote y la situacion
inicial y final queda reflejada en la figura



10

Se deduce que el momento que hace girar a la rueda respecto de A vale: Mgcos®*r y
la ecuacion diferencial del movimiento

d’o

dt?

Mgcos®*r =1,

A partir de esta ecuacion obtenemos

&)
dt /)  Mgcos &*r  dd

Mgcos (D*r*d;()_dﬁb*d_cbji do
N dt  dt> dt 2 dt I dt
2 *
:(di)j _ 2Mg sen @ " Cte
dt 1,

Cuando @ =0 la velocidad angular de la rueda se debe a la caida desde una altura H y
hemos visto que vale

oo | 2H | 2MgH _\/ZMgH

2 2
A VI Vi
2 2

IA

Luego la constante es:

2
Cte = (di)j = 2MgH

dt R
Finalmente
2
(dﬂj ol = 2Mgrsen @ . 2MgH L e 2Mgr sen® . 2MgH
dt . . N N

La velocidad maxima se obtendra cuando sen ® =1 — ®=90°
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2M
Opax = J (H+I’)

IA

La velocidad minima se obtendra cuando sen ® =-1 — ®»=180°

2M9 (4 _p)

IA

Opin

2.4.- b) Dibujar un gréfico de variables que describa el movimiento (en coordenadas
cartesianas) y también la velocidad del centro de masas en funcion de ¢

1 o 3 v i
EnO o,= |2M9 el i i i i
| i m |
0° : 2700 3| 0° :
. 2Mg © I I '
ENB oy = |2 M9 (_y) B[
IA
En cuanto al modulo de la velocidad v’ = @’.r se puede trazar otra gréfica

semejante a la de o’.

Viax = F-O@qyax =T | (H+r);
A
Vy=ro,="r 2Mg (H);
A
Viin = L0 =T 2:\/Ig (H+r)
A

V
Z Vy
La componente v’y =-v’ sen ¢

La componente v’y =-v’ cos ¢
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L 1e | o | 3 v !
V! | | ' L.
E [~ oo i | §
ol ® /2700 0° : -
| 1
90 Qo )
B __->
T 2 3 42 !
vy Do

2.5.- Si cada cuerda resiste una tension T =10 N sin romperse, encontrar la maxima
longitud de cuerda que puede desenrollarse sin romperse.

o . 1 1 :
El momento de inercia respecto al eje Ses Ig = > MR? +§mr2. Pero suponiendo que
m, la masa del eje, es mucho menor que la masa total del disco M, ponemos
1

g:EMR?

El momento de inercia respecto al eje A es:

2
M=g+MH=%Mw+MH=MF%+HJ
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Las tensiones de las dos cuerdas deben soportar el peso de la rueda y proporcionar la
fuerza centripeta para girar

La velocidad méxima ocurre en el punto mas bajo. Las tensiones de las dos cuerdas
deben soportar el peso de la rueda y proporcionar la fuerza centripeta para girar

2T-Mg _2Mg(r+H) _ 2g(r+H)

- 2 -
2T = Mg + Moy I = e N —(2 sz:
e+

N (ZT‘_M@JJ(H +R72] =4g(r+H)=

Mr

_ 2 _ * 2
(ZT Mg][rz +R2] (zo 0,4 9,8][0’00302 , 0,060

Mr 0,4*0,0030 2 ]
H= —r= —0,0030=1,23 m

29 2%9,8

Por otra parte, la conservacion de la energia nos permite obtener también ®? wax

1) Mh(reH) w2, < 2MIlHH) 29(r+|—2|)
2 N [2 R J
r’ +—

2

Igualando ambas expresiones obtenemos

ey R

Mr
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3.- Un gas formado por iones positivos de algun elemento (a alta
temperatura) y electrones. El i6n positivo pertenece a un atomo de
namero atomico Z desconocido. Se sabe que este idn tiene solamente un
electron en la corteza (capa exterior). Sea este ion representado por el
simbolo A(Z-1)+

Valores de constantes fisicas:

& =8,85.10" As/Vm; e=1,602.10"° As; g*=e*/47g=2,037.10%J.m
Constante de Planck 7/ =1,054.10* J.s;

Radio atémico de Bohr rg= A° /mq? =5,29.10"" m;

Energia de Rydberg Er=q%/2rs=2,180.10""% J;

me (en reposo) = 9,108.10°* kg; m, (en reposo). ¢*=1,503.10"° J

Cuestion 3.1

Sabemos que el idn A(Z-1)+, que tiene solamente un electron en su capa
externa, se encuentra en el estado inferior de energia. En este estado, el
cuadrado de la distancia promedio entre el electrén y su nicleo r? cuyas
componentes sobre los ejes x, y y z sean (4x)’, (dy)* 'y (4z)°
respectivamente. También el cuadrado del momento promedio esté dado
pOr Po”=(Apy)*+(Apy)* +(4p,)° .

Dado que por el principio de incertidumbre se tiene que Ap, = h 12 Ax,

Apy > hi2Ay, Apz > hi2 Az, se pide escribir la desigualdad que
corresponde al producto (po)?.(ro)* aplicando dicho principio.

Solucion 3.1:

Tenemos las relaciones dadas en el enunciado,

’=(Ax)* +(Ay)> +(A2)°;  po’=(Ap)*+(Apy)° +(Ap,) ;
Apx=h 12AX, Apy=h/2Ay, Ap,>h/2Az

y ademés (AX) = (Ay):= (AZ) = r/3

poz.ro2 >9/4 . h2

Cuestion 3.2
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El id6n representado por A(Z-1)+ puede capturar otro electron, pasar a
A2+ Y emitir como consecuencia un foton. Escribir una ecuacion que
permita calcular la frecuencia de dicho fotdn.

Solucién 3.2

Tenemos los datos siguientes:

V| -.....M6dulo de la velocidad del electrén externo antes de la captura,
(/e Maddulo de la velocidad del i6n Az.1)+ antes de efectuar dicha captura.
[V |......Médulo de la velocidad del ion A1)+ después de efectuar la captura

En=h.v ... Energia del foton emitido

Las ecuaciones necesarias son las de la conservacion de la energia y del momento.
El principio de conservacion de la energia queda establecido:

Yo Mg Ve + Yo (M+me).vi? + E(Az-1y+) = %2 (M+me).v¢ + E(Az.2)+)

E(Az1)+) Y E(Az-2)+) indican la energia del electron en la capa exterior de los iones Az
1+ Y Az-2)+ respectivamente.

La conservacion del momento queda:

m,.V, +(M+m,)v, =(M+2Zm, )V, +h;cvn

El vector U es el vector unitario en la direccién del fotén emitido.

Cuestion 3.3

Calcular la energia del ion A(Z-1)+ usando el valor de la minima
energia. El calculo se puede abordar con aproximacion basado en los
principios siguientes:

A) La energia potencial del ion A(Z-1)+ se puede expresar en términos
del valor promedio de 1/r. ( en este caso del valor ry que esta dado en
el problema).

B) En el célculo de la energia cinética del ion usar el valor promedio del
cuadrado del momento, dado en 3.1 después de ser simplificado,

(Po)” - (ro)” = (h)?
Solucion 3.3
2 2 2
Energia potencial del electron Ep=- ze” 4 ; Energia cinética E.= P
4nmyr, ly 2.m,

Suponemos el movimiento del electron confinado en el plano x-y, aplicando el principio

de incertidumbre como en 3.1 puede escribirse:

fo = (AX)? +(Ay)? Po’ =( APX)2 + (Apy)?
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o[ 1 1] w[2 2] 4 Vit
= — - | =— — — | = — — . =
40?2 (Ay)? 412 r? 2 oo

0o 0o

Entonces la energia total del electron es:

P Z9° n*  Zq°
Ela, =P A _ _
[ (Z‘l”] 2m, r 2m r?

La energia serd minima cuando dE /dr,=0

2 2 Z 2
E__7 3Jrzq2 =0  dedonde se saca 1 qzme, y de esta
dr, m.r, I, Iy h
2 2
hz Zqzme ZZqzme — me Zqz
e g 200 | 2 S = D2

teniendo en cuenta que el radio de Bohr es rg=h?meg® v la energia de Rydberg es
Er=q%/2rs , queda

me.qZ q222
E[A(Z—l)]:_ 25?2 q°2% = - or] =-E.2Z°
en resumen
E[A(Z—l)+]: _ER22
Cuestion 3.4

Calcular la energia del ion A(Z-2)+ tomandolo en el estado mas bajo y
usando los mismos principios que en el caso de A(Z-1)+. Dada la
distancia promedio de cada uno de los dos electrones en la capa externa
(en la forma que se tomé ry en 3.3), llamandolas r; y r, y asumiendo que
la distancia promedio entre los dos electrones esta dada por r; + r, , y el
momento promedio de cada electron obedece al principio de
incertidumbre, esto es, (p)?. (r)>~(h)? y (po)°. ()? ~(h)?

Sugerencia: Usar como dato que en el estado mas bajo de energia es r; =
r

Solucion 3.4
En el caso en que el i6n Az-1)+ captura un segundo electrén

La energia potencial de ambos electrones seria EP,=-2 Zq I,

La energfa cinética de los dos electrones: EP.= 2 p? /2me = h%/me.ro°
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2 2
Energia potencial debida a la interaccion entre los dos electrones EP;= |ﬁ g — | = zq_
h—n lo
La energia total del i6n Az-2)+ sera la suma de las tres energias,
2 2.2.9° 2
E[A(Z—z)]= d 7~ SR
m,r, o 2.1,
- . de
El minimo de energia se produce cuando o 0, y por tanto
r0
2 229° ¢
- 3t 2q - 7 =0
m,.r, ry 2.r;
o 2.h° , 7 : h?
Que simplificada es, — +2.2q9°—--—=0 vy con el radio de Bohr r; = 5
m,.r, 2 m,.q

queda

2 2
20Ts _ +2.2.9° 9 esdecir 1 i(Z—lj
r 2 r, rIg

0 o]

Con este valor de r sustituido en la ecuacion de la energia, obtenemos su valor minimo

] el
E[A(z—2)+ ](min) BT . .[Z _Zj
R e

h? . 2
como I‘B =7 tenemos en la ecuacion
e" e'B

corchetes vale — o

=q° luego el dltimo factor en

2 2
Y escribimos la ecuacion E[A(H)J(min) =—22i.(2—%] y por fin tenemos la
r.B

energia minima

E[A; , fmin) = —2ER[Z —%jz

Cuestion 3.5
Considerar en particular que el ién A(Z-1)+ se encuentra en reposo en el

nivel mas bajo cuando captura un electron adicional y el electron
capturado esta también en reposo antes de su captura. Determinar el
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valor numérico de Z si la frecuencia del foton emitido que acompana al
electrén capturado es 2,057.10% rad/s. Identificar elemento que da lugar
al ion.

Solucion 3.5

El ion A@Y* esta en reposo cuando captura el segundo electrén también en reposo antes
de la captura.

® 2,057.10"

V=—
27 2.1
Y en los apartados anteriores obtuvimos para las energias de ambos estados:

La frecuencia del foton emitido esta dada por Hz

E[AA(Z—1)+ ] =-Eg Z*y

E[A, . fmin) = —2E, (z - ﬂz

La ecuacion de la energia puede ser simplificada en la forma

E(Az1)+) - E(Az-2+) = h.o=h.v

) 1)’
~Ep 2’| 28| 2] |=ho

2,180.10‘18{— Z°+2(Z - %)2} =1,05.10"*.2,607.10"

esto es

y con los nimeros

es decir

1++/1+51

Z? -7 -12,7 =0, cuya solucién con sentido fisico es Z = — - 41

Esto implica que Z = 4, y por tanto se trata del Berilio



