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1.- Se desea estudiar la difraccion de rayos X por una sustancia que
cristaliza en el sistema cubico. Para comenzar estudiamos la difraccion
en un plano de una onda monocromatica que incide perpendicularmente
sobre una red bidimensional que consiste en N1*N2 rendijas con
separaciones entre ellas d1y d2 respectivamente. La figura de difraccion
se recoge sobre una pantalla que se encuentra a una distancia L de la
red. La pantalla es paralela a la red y el valor de L es mucho mayor que
dlyd2.

a) Determinar la posicion y anchura del maximo principal en la pantalla.
La anchura se define como la distancia entre los minimos mas proximos
que se encuentran a uno y otro lado del méaximo central.

Consideremos ahora un cristal perteneciente al sistema cubico y con una
dimension a de la celdilla unidad y cuyo tamafio es N,-axN,-axN;a,
siendo N; mucho menor que No. Un haz de rayos paralelos incide sobre el
cristal el cual forma un angulo @con el gje Y tal como indica la figura 1.
La figura de difraccion se observa en una pantalla que esta a gran
distancia del cristal.

Figura 1.- Difraccion de un haz de rayos X paralelos a lo largo del eje z. El angulo
entre el cristal y los rayos X es n/2+0.

b) Calcular la posicién y anchura del maximo en funcién del angulo @
(suponer que dicho angulo es pequefio) ¢Cuéles son las consecuencias
de que N, <<N,?



La figura de difraccion puede deducirse mediante la ley de Bragg en la
que se supone que los rayos X se reflejan en los planos atomicos de la
red cristalina. La figura de difraccion se forma por la interferencia de
estos rayos reflejados entre si.

c) Mostrar que la llamada reflexion de Bragg da las mismas condiciones
para los maximos que los que se encontré en el apartado b.

Para algunas medidas se emplea el método del polvo cristalino. Un haz
de rayos X es dispersado al incidir sobre un polvo formado por diminutos
cristales que se encuentran orientados al azar. La dispersion de rayos X
de longitud de onda 0,15 nm mediante cristales diminutos de cloruro de
potasio (KCI) , cuya celdilla unidad estd en la figura 2 da lugar a una
serie de circulos concéntricos cuando los rayos se recogen en una placa
fotogréafica. La distancia entre los cristales y la placa es 0,1 m y el radio
del circulo mas pequerio es 0,053 m. El cation K™ y el anién CI” pueden
considerarse que tienen el mismo tamafio y ambos pueden ser
considerados como idénticos centros de dispersion.

(G,

Fig. 3 Difraccion de rayos X del polvo de cristales de
KCI que produce una serie de circulos concéntricos en
una placa fotogréfica

Fig. 2 Red cubica del cloruro
de potasio

d.- Calcular la distancia entre dos iones vecinos de potasio en el cristal

En la figura 1 se representa una red de difraccion con una pantalla situada a la
distancia L.
Si el punto P de la pantalla corresponde a un maximo en la intensidad luminosa es
debido a que todos los rayos procedentes de las distintas rendijas estan en fase. Entre los
rayos procedentes de la primera rendija y de la segunda existe una diferencia de
caminos

d,sena
si esa diferencia es una longitud de onda entonces las dos rendijas estan en fase en P.
También lo estaria si la diferencia fuese 2 A, 3 A, etc.



L

Fig. 1
Entre la primera y la tercera la diferencia de caminos es:

2d,sena

Si entre la primera y segunda rendija la diferencia de caminos es A, 2A,... ahora la
diferenciaes 2A, 4 A ...

Generalizando se llega a la conclusion de que los méximos se produciran cuando
d;seno=nA ,n=0,1, 2........

Teniendo en cuenta que la pantalla esta muy lejos de la red
X
sena. = tagoL = —
L

La situacion de los maximos cumple la relacion que resulta de combinar las dos
ultimas ecuaciones

= — - X:—,n:0,1,2,3 ...... (1)
d, d,

X nA nA L

L
Si el punto elegido en la pantalla es el primer minimo se debe a que la luz proviniente
de las distintas rendijas estan desfasadas, de modo que la suma de los fasores debe ser
cero, esto significa que la suma vectorial de ellos forma un poligono.
Si hubiese tres rendijas, cuatro o cinco los angulos serian 120°, 90°, 72° respectivamente

72°

A
&wlﬁw [_,\ 90°

.. , . 2
En general, cuando hay Nj rendijas el angulo, expresado en radianes, vale: N
1



La diferencia de caminos que vale d; sen 3, es:

2T
Nl

I8
= = d;sen B:N—

2z
A dsenp 1

Si designamos con X la posicion del primer minimo y tenemos en cuenta que la pantalla
estd muy alejada

X
sen B~tag B=-—
pr~tag p=—

Combinando las dos Ultimas ecuaciones

El valor del ancho definido en el problema Ay es la distancia entre los minimos
consecutivos que estdn a ambos lados del maximo principal

_aL g, ,

AX
Nldl --------- {

Para la direccién perpendicular, esto es, para el eje Y, el razonamiento es el mismo y las
ecuaciones son:

b) Una red cristalina puede simplificarse como un enrejado de bolas que se encuentran
a la misma distancia (fig.3)

Fig. 3

Si observamos desde el eje Z el enrejado y éste se ha colocado de manera que la cara
delantera ocupe el plano XY o lo que es lo mismo que el &ngulo 6 (figura del
enunciado) sea cero grados, veriamos que la distancia entre dos bolas consecutivas



sobre el eje X vale a y sobre el eje Y vale a, y no veriamos nada de distancia sobre el
eje Z, ya que las bolas de delante tapan a las de atrés.

Si volcasemos el enrejado hacia atrés, de modo que la cara delantera fuese paralela al
plano XZ, o lo que el lo mismo que el angulo 6 fuese de 90°, veriamos desde el eje Z
que la distancia sobre X es a , la distancia sobre Z es ay la distancia sobre Y nula.

Si el &ngulo 6 es menor de 90° entonces sobre el eje X veriamos la distancia a, sobre el
Y, acos 0 (ya que cuando 6 = 90°, no se ve distancia) y sobre el eje Z, a sen 6 (cuando
6 = 90° el seno es la unidad).

Para la direccién del eje X tenemos que la posicion del maximo y el ancho

X = naL : A, = 2AL
a N, a
Para la direccion del eje Y
v nAL : A, = 20L
a coso N,a cos9
Para la direccion del eje Z
7_ niL ; A, - 20L
a send N, a sen6

El angulo 6 es pequefio y por tanto lo es su seno, luego el valor de Z sera muy grande,
esto significa que para n =1 el maximo dista mucho del centro. Por otra parte N; sen 6
sera pequefio y el ancho del maximo sera grande.
c) Laley de Bragg establece que existe interferencia constructiva cuando se cumple la
ecuacion
2d senp = ni
siendo d la distancia entre dos planos en la red cristalina.

Haz difraetado

Haz incidente ) 20

Haz transmitido

cristal L

Fig. 4

De la figura 4 se deduce



sen2op = tag2¢p :E

Para angulos pequefios podemos hacer las aproximaciones siguientes.

2dp=n A ; 2(p:§ = XzZ(pLGM_:nM_
L d a

a es la distancia entre el ion cloruro y el cation potasio.(En la figura 3 la distancia entre
bola blanca y gris)

En la figura 5 se representa de forma esquematica el método del polvo cristalino

De la figura 5 se deduce:

r 0,053

tag 20 =— 20=28° = senp=0,24
g 29 D 01 () )

De la ley de Bragg

A 0150m

2a senp=nkL = a= =
2senp 2*0,24

=0,31 nm

El valor obtenido es la distancia entre el i6n cloruro y el i6n potasio. La distancia entre
dos iones potasio es la diagonal del cuadrado de lado a (fig. 3), esto es,

.@ A=J2 a=044 nm



2.- En el aflo 1989 se coloco la nave Atlantis en una orbita alrededor de
la Tierra. Supondremos que la orbita es circular y que yace en el plano
ecuatorial terrestre En un determinado momento la nave espacial soltd
un satélite S, ligado a la nave mediante una barra de longitud L..
Admitimos que la barra es rigida, de masa despreciable, y cubierta
mediante un aislador eléctrico. Suponemos que no existe rozamientoy «
designa al angulo que forma la barra rigida con la nave Atlantis y el
centro de la Tierra (ver figura). S se encuentra también en el plano
ecuatorial. La masa del satélite S es mucho menor que la masa de la nave
Atlantis y L es mucho menor que el radio de la drbita descrita por la

nave.
A

Tierra

La nave espacial Atlantis (A) con el satélite (S) se encuentra
en una Orbita alrededor de la Tierra. La oOrbita esta contenida
en el plano ecuatorial terrestre. EI campo magnético B es
perpendicular al lector y dirigido hacia él.

al.-Deducir para qué valores de e la configuracion de la nave y satélite
permanecen sin modificacion, con respecto de la Tierra, o en otras
palabras, para qué valores de alfa, el &ngulo es constante

a2.- Discutir la estabilidad del equilibrio para cada valor de alfa.

b.- Suponer que en un determinado momento la barra rigida se desvia de
la configuracion estable un angulo pequeio. El sistema comenzara a
oscilar como un péndulo. Expresar el periodo de la oscilacion en funcién
del periodo de revolucién del sistema alrededor de la Tierra.

c.- En la figura superior el campo magnético terrestre es perpendicular
al diagrama y dirigido hacia el lector. Debido a la velocidad orbital de la
barra, se origina en ésta una diferencia de potencial entre sus extremos.

El medio que rodea al sistema (magnetosfera) es un gas a baja presion .
ionizado con buena conductividad eléctrica. Se produce un contacto con
el gas ionizado mediante dos electrodos uno situado en el Atlantis (A) y



otro en el satélite (S) y como consecuencia del movimiento surge una
corriente a través de la barra

cl.- Determinar en qué direccion fluye la corriente (considerar que a =0)
c2.-Existe una fuente de corriente en la nave que permite establecer una
corriente eléctrica constante de 0,1 A en la barray en sentido opuesto a
la de cl1 ,se pregunta cuanto tiempo debe durar esta corriente para
conseguir cambiar la altitud de la nave en 10 metros, esa altitud
aumenta o disminuye. Suponer que =0 y despreciar todas las
contribuciones de las corrientes en la magnetosfera.

Datos: Periodo de la Orbita T =5,4.10°s; Longitud de la barra rigida L =

2,0.10° m; Campo magnético terrestre a la altura del Atlantis B =5,0.10

Wb.m™Masa del Atlantis m;= 1,0.10° kg

1 1
2

~
~

Utilizar la relacion aproximada 5
(a-bf a

+% cuando a>>b
a

a;.- La nave Atlantis describe una érbita circular a una distancia R del centro de la
Tierra. La fuerza centripeta necesaria es la fuerza de atraccidon gravitatoria entre la
Tierra y la nave. Si m; designa la masa del Atlantis

2
M M 2n R?
mlcozR:GT—zm1 > o’=6— = =% T =
R R T R
242 * 342 3\
R -, goRT;I' . 9,8*(6370.10 2 (5,4.10 ) _ 6647 km
4 x 4 r

Fig. 1
En la figura 1 se analizan las fuerzas que actan sobre el satélite S.
Son: la tension de la barra, T; el peso del satélite en la orbita m, gs , y la fuerza de
inercia ya que el conjunto estd dotado de una aceleracién dirigida hacia el centro de la

Tierra de valor » R. Dada la distancia del satélite al centro de la Tierra, admitimos que
la fuerza peso y la fuerza de inercia tienen la misma direccion.

La resultante de las fuerzas tienden a llevar al satélite hacia la posicion de angulo cero.
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Observando la figura 1 podemos ver que la fuerza resultante en direccion tangencial
vale:

(m,gs —Fi) sena=m,a =
GM,

m, m*sena —m,o’(R - Lcosa) sena =m,a

=

: GM o . :
teniendo en cuenta que @° = R3T y que una situacion estable del sistema exige que

la aceleracién a sea nula

GM,

GM
*seno— ———*(R —Lcosa) sena=a=0 (1)
(R-L cosaf R® ( )

Esta ecuacion se cumple cuando sen oo =0, lo que nos da dos posiciones de equilibrio:
a=0 y o =180°; las otras soluciones ocurren cuando

1 1 Lcosa 0

(R - Lcosa)’ R RS

Como R>>L cosa, podemos utilizar la relacion ;b)z ~ iz + 2—? y poner :
a-— a“ a

1 1 2Lcosa

~
~

e +
(R-Lcosa)> R? R®

3Lcosa
R

y la ecuacion anterior queda de la forma 0

De donde se deduce que cos o =0, y por tanto otras dos posiciones son o = 90°y o =
270°
ap.- Podemos escribir la ecuacion (1) de la siguiente manera

3
M - *seng —— M1 - *seno; (R - Leosa) Lg:osoc) =a =
(R-L cosa) (R - Lcosa) R

GM, {1_ (R- Lc05a)3} .

- (R - Lcosa) R®

Y para angulos comprendidos entre 0° y 90° el coseno es positivo, se
(R - Lcosa)’

deduce 5 <1,y, por tanto, a>0A partir de o igual a 90° hasta 180° el coseno
R

(R - Lcosa)’

R3

o =180° y a =270°. A partir de oo = 270° y hasta 360° es de nuevo a>0.

es negativo y >1, por tanto a<0. Esta situacion se repite entre
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En la figura 2 representamos de forma sistematica como varia la resultante de los dos
primeros miembros de la ecuacion (1)

4
a=0°y o= 360°

De la figura 2 se deduce que B y D son situaciones inestables ya que cualquier
desviacion pequefia de esas posiciones llevaria a S a las posiciones A o C, en cambio
pequefias desviaciones de A o C llevan a S a su posicion de equilibrio A o C
respectivamente, en consecuencia A y C son posiciones de equilibrio estable.

b).- Cuando el satélite S oscila alrededor de A, su aceleracion, segun hemos, visto vale

GM
———T——*seno— o’ (R - Lcos o)sena. =a

(R — Lcosa)
de la que hemos obtenido

GM,
(R-L cosaf

*seno — GIQAST *(R - Lcosa).seno=a (1)

que con la aproximacion dicha y simplificando queda:

GM Tsena[iz . 2Lc25a} _GM Tienm N GMTLser;a cose _ BGl\ng LSena. cosq — a
R R R R

teniendo en cuanta que para angulos o pequefios, cosa =1 y sen o = a,
la ecuacion anterior la podemos poner

GM, GM a d’o  d’a
Lao=a= 3 Tog=—=y=--—= —+30%0=0 (2
R? R L v dt? dt? @)

3

En la expresion anterior y es la aceleracion angular. El signo menos aparece porque
cuando el &ngulo o es positivo la fuerza que lleva el péndulo a su posicién de equilibrio
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es negativa y cuando o es negativo la fuerza es positiva. La ecuacion (2) es la de un
movimiento armonico cuyo periodo es

TS:E: 27 27 _ 27 T

O, 30)2 _0)\/§ Zl\/g_ﬁ
T

En la expresion anterior T es el periodo de rotacion del satélite T = 5,4.10° s.

T, = T _058T=312.10°s

J3

c1.- En la figura 3 se representa la posicion de la barra para a = 0 y la direccion del
campo magnético que es perpendicular a la barra y dirigida hacia el lector

A+
v lF"

_>
B

SO ~
Fig.3

La fuerza magnéticavale: F=q vxB.

Teniendo en cuenta que las cargas sobre la barra (suponemos que metalica) son
electrones con libertad para desplazarse, éstos se acumulan en la zona del satélite y
sobre el Atlantis queda una situacién de exceso de carga positiva. A es como el polo
positivo de una bateria y S el negativo. Si en el exterior se puede establecer una
corriente, el sentido convencional ird por el exterior de positivo a negativo y dentro de
la barra de negativo a positivo.

C,.- En la figura 4 se indica la direccion de la corriente establecida en la barra

AQ)

— —
F <« I
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La fuerza magnética vale: F=iIxB, por consiguiente, la fuerza y la velocidad
tienen la misma direccioén y sentido. La fuerza ejerce un trabajo positivo que aumenta la
energia de la nave

M M M
EinicialzlmO)zR—G m :_EG m : Eﬁnal :—EG M
? R 2 R 2 R+AR

Ap. lg Mm 1. Mm _1GM;m AR

2 R+AR 2 R+AR 2R(R+AR)

. GM
Si tenemos en cuenta que o’ = RsT , Y que R>>AR, resulta:

2 2
AE=tm@RAR k-1 o’R%AR
2 R + AR 2

Este aumento de energia proviene del trabajo realizado por la fuerza magnética en un
desplazamiento de la nave VAt .Igualando ambas expresiones del trabajo magnético y
del incremento de la energia, tenemos:

54 2T
m o AR 54.10°
2B  2*01*2.10**5.10°

*10

iIBv At= %m ®’R’AR = At = =58.10° s
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3.- Un “pulsar de milisegundos” es una fuente de radiacion en el
Universo que emite pulsos muy cortos con un periodo de uno a varios
milisegundos. La radiacion emitida esta en el rango de las ondas de
radio por lo que un receptor de radio adecuado pueden detectarse los
pulsos separados y medir el periodo con gran exactitud.

Estos radio pulsos se originan en la superficie de ciertas estrellas,
Ilamadas estrellas de neutrones. Estas estrellas son muy compactas, ya
gue su masa es semejante a la de nuestro Sol, pero su radio es solamente
unos cientos de kilometros, también poseen una velocidad de rotacion
muy grande. Debido precisamente a ella las estrellas de neutrones son
ligeramente aplanadas (oblatos) y se puede suponer que una seccion
axial sea una elipse con ejes casi iguales. El factor de achatamiento se
define como

Te—Tp

a
le
siendo, r, el radio ecuatorial y r, el polar.
a.- Calcular el achatamiento de una estrella de neutrones de las
siguientes caracteristicas:

Masa, M = 2,0.10*° kg : radio promedio, r =1,0.10*m
Periodo de rotacién, T =2,0.10° s

b.- A lo largo de muchos afios el periodo de rotacion de la estrella
decrece, debido a las pérdidas de energia lo cual conduce a una
disminucion de su achatamiento. La estrella tiene una corteza sélida
que flota sobre un liquido interior y esta corteza ofrece resistencia para
ajustarse a una nueva forma de equilibrio. No obstante, ocurre un
temblor o agitacion en la estrella que da lugar a un cambio repentino
en la forma de la corteza. Durante y después de esta agitacion el cambio
en la velocidad de rotacion sigue las indicaciones de la figura siguiente

velocidad angular de la corteza

Q1

2

o

dias

@ =314159st : @=314,164s :  @=1314,160s"
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Calcular el radio medio del liquido interior a partir de los datos
suministrados en la figura anterior. Suponer que las densidades de la
corteza y del liquido son iguales y despreciar el cambio de forma del
liquido interior.

a.- En la figura 1 se representa una elipse cuyos ejes son r, y re. Consideramos en ella

un punto de coordenadas X,, Yo, Y la recta tangente a la curva en dicho punto, que forma
con el semieje positivo de abscisas un angulo &.

Fig. 1

La resultante de Fg y N sobre el eje X es la fuerza centripeta necesaria para que una
particula situada en el punto (X,, Yo) describa una circunferencia de radio r cos A . Para
las componentes sobre los ejes podemos escribir:

2 .
Fy,cosA—Ncosp=wrcosA ; N senf3=Fg seni

Despejando N de la segunda ecuacion y sustituyendo en la primera resulta:

F,seni ) )
F,cosk — =w°rcosh. = F,cosh—F seni tagd = o°rcosh
tag p
Sustituimos  F, =—— y operamos en la tltima ecuacion
r

®°r

GM

3

r':/l (1— tagh tagq)): o’r = tagh tagp=1-

1)

La ecuacion de la elipse es:
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La derivada de y respecto de x en la ecuacion anterior y aplicada en el punto de
coordenadas X,,Y, N0s da la pendiente de la recta, esto es, el valor de tag ¢ .

rZ
d —2)(L2 rz r.2
qay _ e _ Xb _X—012=tag¢=—tags (2)
re

2
dx 2 2rp2 yre 0
2 ry—x"—
re

Llevando (2) a (1) y teniendo en cuenta que tag A = yo/X, resulta:

=0,99963

——=1- = —=41- 11 30
X, Y, T GM r, GM 6,67.10*2,0.10

e

Vo X T . o T, TS :\/1_(3,14.102)2*(1,0.104)3

El achatamiento es:

r
© P-1-P-1-099963=37.10"

a;).Podriamos hacer la suposicion de que la diferencia de atraccidn gravitatoria entre el
polo y el ecuador de la estrella es la fuerza centripeta, esto es, que la diferencia del peso
de la masa unidad en el polo y en el ecuador es igual a su fuerza centripeta

r 2.3 2.3
GM _GM _ , ) \/1_@ ; z\/1_0”
GM GM

ap).Podriamos hacer la suposicion de que la energia potencial en el polo es igual a la
potencial en el ecuador mas la energia cinética de rotacion

2,2 2 3
GM _GM 1 ., Lot o (31410%) *(1,0.10°) _37.10-

, . rr,, 2GM 2GM 2*6,67.10"*2,0.10%

b.- La corteza de la estrella de neutrones cambia su momento de inercia Ic y su
velocidad de rotacién. De acuerdo con el principio de conservacion del momento
angular escribimos:

lcwg =1 .,0 = | .,=
€70 ™ 'c1™1 cl ¢

El segundo paso es que el nucleo liquido que inicialmente tenia una velocidad de
rotacion m, pasa a tener wy, al igual que la corteza
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lc+1 ) oo =g +1n) o,
De ambas ecuaciones:

.
1

La relacidn entre el momento de inercia de la parte liquida y del total de la estrella vale:

In _ ) In \ wosz—wl)zwo&ml—mz)
lc +1n | 601(600—032) 032(030—031) 032(0)1—(00)

j—)ﬂ

Dado que se consideran iguales las densidades de la corteza y del liquido, los
momentos de inercia son directamente proporcionales a los cuadrados de sus radios y
los radios directamente proporcionales a las raices cuadradas de sus momentos de
inercia

r, |o,(0,—»,) [314159(314,164 —314,160) _
r\o,(o,—0,) | 314,160(314,164 —314,159)

Si tenemos en cuenta que el radio promedio vale r = 1,0.10* m, queda para el radio del
ndcleo
r=0,89*1,0.10* = 8,9.10° m



