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1.-PARTICULA RELATIVISTA

En la teoria especial de la relatividad la relacion entre la energia E y el
momento p de una particula libre de masa en reposo m, es:

E= \/pc +mc

Cuando la citada particula esta bajo la accion de una fuerza
conservativa, la energia total de la particula, la cual es la suma de

\/p2c2 +mgc4 y la energia potencial, se conserva. Si la energia de la

particula es muy grande, su energia en reposo puede despreciarse (tal
particula se denomina ultrarrelativista).

1) Considerar el movimiento unidimensional de wuna particula
ultrarrelativista que esta sometida a una fuerza central de modulo f.
Suponer que la particula esta localizada en el origen de la fuerza siendo
su momento inicial p, en el tiempo t=0.Describir el movimiento de la
particula dibujando , al menos durante un periodo, x frente a t y el
momento p frente a x. Especificar las coordenadas de los puntos de
retorno en funcion de los parametros p, y f. Indicar con flechas la
direccion del progreso del movimiento en el diagrama (p,x). Existen
intervalos muy cortos para los que la particula no es ultrarrelativista ,
aungue estos deben ser ignorados.

2) Un mesdn es una particula formada por dos quarks. La masa en
reposo del mesén es M y esta magnitud multiplicada por ¢? es la energia
total de los dos quarks .

Considerar un modelo unidimensional para el mesén en reposo, en el
cual se supone que los quarks se mueven a lo largo del eje x atrayéndose
entre si con una fuerza de moddulo constante f. Se admite que ellos
pueden pasar uno a través del otro libremente. La masa en reposo de los
quarks se desprecia. En el tiempo t=0, los dos quarks se encuentran en
x=0. Mostrar separadamente el movimiento de los dos quarks en los
diagrmas (x,t) y (p,x) especificando los puntos de retorno en funcion de
M y f e indicando la direccion del proceso en el diagrama (p,x) y
determinar la distancia maxima entre ellos.

3) El sistema de referencia utilizado en el apartado 2) se denomina
sistema S; el sistema ligado al laboratorio, referido como S, se mueve



en la direccion negativa del eje X con velocidad constante v = 0,6 c. Las
coordenadas de los dos sistemas de referencia se han elegido de modo
que x =0 en S coincide con x’=0en S”, en el tiempo t = t" =0. Dibujar el
movimiento de los dos quarks en un diagrama ( x°, t"). Especificar las
coordenadas del punto de retorno en funcion de M, fy ¢y determine la
maxima distancia entre los dos quarks en el sistema del laboratorio S”.
Las coordenadas de una particula observada en los sistemas Sy S” estan
relacionadas por la transformacion de Lorentz

X =p(x+pgct) t':y(t+ﬂ§j
1

moviéndose con relacion al sistema S.

Donde ﬂ:% : , siendo v la velocidad del sistema S

4) Para un mesén con masa en reposo Mc? =140 MeV vy velocidad 0,6c
relativa al sistema del laboratorio S, determinar la energia E” en dicho
sistema

1)
Para entender el problema recurrimos a un movimiento armoénico a lo largo del eje X.

. .
X(); P+ ; F(4) X(+); p(+) ; ()
I
x0ip()ifs) O X(+) 5 p() s )
<—
4_

Las flechas indican el movimiento, los signos + y — se refieren a las magnitudes,
posicién x, cantidad de movimiento y fuerza.

De acuerdo con el enunciado del problema para la particula ultrarrelativista, la suma de
energia es constante y en el punto central vale poc.

E = pc+fx = p,C

La derivada de p con respecto del tiempo es la fuerza

La velocidad de la particula entre O y el extremo derecho es constante y vale c, lo
mismo de L a O, e igual de O a —L e igual de —L a O. Si la velocidad es constante la
grafica posicion tiempo son lineas rectas de pendiente +c 0 —c.



. . . L .
El tiempo transcurrido para que la particula vaya desde O hasta L es: t=—, siendo
c

L la distancia OL.

L.

0 t X

S [ I
En el extremo L la cantidad de movimiento es cero, luego

fL=p,c — L= P
f
En la expresion  pc+fx = poc despejamos p, p=p,——,enelorigen x=0y p=p,
c

, a medida que la particula se aleja del origen p disminuye hasta anularse

2)

Imaginemos un muelle, sin dimensiones, que esta sobre una mesa horizontal con dos
masas iguales en sus extremos. Estiramos el muelle una cierta longitud, las dos masas
tienen coordenadas iguales en modulo respecto del centro del muelle. Si dejamos las
masas en libertad, y no existe ningln tipo de rozamiento, ambas alcanzarian la posicion
central. Si admitimos que las masas pueden pasar una sobre la otra terminarian por
ocupar las posiciones extremas iniciales , pero la masa 1 en la posicion de la 2 y
viceversa. La figura inferior aclara esta situacion.

El movimiento de las masas es simétrico, por tanto, tendran la misma energia y
ocuparan posiciones simétricas respecto del centro.

Si nos fijamos en una de las dos masas su movimiento es como si la otra no estuviese,
en otras palabras, como en el caso del apartado anterior.El movimiento de los quarks es

igual al aqui indicado y cada uno tendra la misma energia. Como el meson tiene una

. M . : ]
energia —-, cada quark tendra la mitad de esa energia.
C



Utilizando la expresion E = pc+fx = poC en la posicion central de uno de los quarks

Me* o o o Me
2 ° ° 2
En la posicion extrema de uno de los quarks
2 2
M™ ¢ o =M
2 2f
El valordet: t:£;%
c 2f
La distancia maxima es 2L
2 2
dooL = 2Mc _ Mc
2f f

Los diagramas (p,X) son :

-L L X -L\\ L X

3)



Basta utilizar las formulas de transformacidn para encontrar las posiciones y tiempos en
el sistema S”.

X =y(x +pet) ; t= y(t + B?X)

ﬁ___§ - _ 11 .5
c ¢ 5 ’ 4 3)? 16 4
1‘(5j \ 25

Posiciones y tiempos del quark 1 en el sistema S

1) (0,0) 2) (L, t:%) 3) (0, 2t:2—CL) 4 (L, 3t:%)

5) (0, 4t=21)
C

Posiciones y tiempos del quark 1 en el sistema S”

1) (0,0)
3
y(x+Bct):y(L+BL)=—[L+§LJ:2L
2) 5 5.3
L+=*>2L
C C C C C
y(x +Bet)=y(0+p2L) =y BzL:§*§*2L=§L
3 4 5 2
Bx (ZL] 5.2L 5L 5
Yt+= =y = =22 == =t
c c 4 ¢ 2¢ 2
5 3
y(X+Bct):y(-L+[33L):—yL+yBL:—ZL+Z*3L:L
4)
’y[t—l—B—Xj:’Y(B—L—BE):B*EE—EL=3£=3t
C C C 4¢c 4c C
5.3
y(X+Pet)=y(0+P4L) =y 4L = —*=*4L = 3L
5) 4 5

y(t+[%x} zy(4t):%*4t = 5t

Posiciones y tiempos del quark 2 en el sistema S



1) (0,0) 2) (L. t=%) 3) (O, 2t:2—(|:') A (L, 3t=%)

5) (0, 4t ==
C

Posiciones y tiempos del quark 2 en el sistema S”

1) (0,0)

5 3 5 3 1
X+Pct)=v(-L+pL)=—|-L+—-L|=—L+—-L==L
y(x+Bet) =1 B)4( 5) 5.3

2
) Px L _BL " 1L 1
Y(H_):y(___j:&:_:_t
¢ c ¢ c c 2
Y(X+BCt):'Y(0+B2L):'Y B2L :%*E*ZL :gl—
3)
Bx} 5L 5
y[ c Y() 4c 2
sl )= 3L+ p3L) = 2L 3ra = T1
4)
px 15, 3. 9
t+— |=v(BL+pPL)=—L+—-L==t
Y( )= YBLABL) =L L=
5.3
y(x+pet) = y(0+p4L) =y B4L :Z*§*4L ~3L

5)
Bx} ( LJ 5,.4L

t+— |=y/4— |=—*—=5t
y[ o Y c 4 ¢

Resumiendo las posiciones y los tiempos de los quarks

Quark1 0,0 2L,2t 3L 5 L,3t 3L,5t
2 "2
Quark 2 0,0 _lth §L’§t legt 3L, 5t
2 9 2 2 2 2

La gréfica de los valores anteriores




3 quark?

quankl

posiciones/L
H
(&)

tiempos /t

2
De la grafica se deduce que la maxima distancia es 1L =

, lo cual ocurre a varios
tiempos , por ejemplo a 1t , 2t 3t , 4t .

4)
La energia total de la particula es: E=mc?.en la que m es la masa relativista

m
m=——, por tanto
J1-B°
£ Mc? 140 MeV
J1-p?  1-0,36

=175 MeV




2.- IMAN SUPERCONDUCTOR

Los imanes superconductores se  utilizan  ampliamente en  los
laboratorios. La forma mas corriente de un iman superconductor lo
constituye un solenoide hecho con hilos superconductores. Lo Ilamativo
de los imanes superconductores es que con ellos se logran campos
magneéticos intensos sin que haya disipacion de energia térmica por
efecto Joule, debido a que la resistencia eléctrica de un hilo
superconductor se anula cuando el iman se sumerge en helio liquido a
una temperatura de 4,2 K. El iman generalmente tiene un disefio con un
interruptor superconductor como el que se muestra en la figura 1. La
resistencia eléctrica de este interruptor se puede controlar: r =0 en el
estado superconductor 6 r=r, en estado normal. Cuando el sistema se
encuentra en un estado persistente, circula de modo permanente una
corriente por el imany por el interruptor, este modo permite mantener un
campo magnético por largos periodos aunque la fuente de corriente
externa este apagada.

Interruptor, K

Interruptof]

supercondjictor
Fuente de |

corriente, E |

jerconductor

Bano| de helio

Resistencia
variable, R

@—lhml

Fig.1

Los detalles del interruptor superconductor no aparecen en la figura 1.
Normalmente es una pequefia tira de material superconductor envuelto
por un hilo que puede calentarse y convenientemente aislado del bafio de
helio liquido. Cuando el hilo se calienta la temperatura de la tira
superconductora aumenta y su estado revierte al estado normal r=r,. La
resistencia es de unos pocos ohmios, en este problema de 5€.. La
inductancia del iman superconductor depende su tamafio, aqui se
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supone que L = 10 H . La corriente total se puede modificar variando la
resistencia R.

1.- Si la corriente | y la resistencia del interruptor superconductor se
controlan de manera que varien como indican las figuras 2a y 2b
respectivamente y suponiendo que las corriente 1; e I, que fluyen a
través del iman y del interruptor superconductor son iguales al principio
( fig. 2c y 2d) , indicar cobmo varian a medida que transcurre el tiempo.

Fig.2a
t
£ I I R
Fig.2b
I I t
t1 tz t3 t4
I4
e e L —— Fig.2c
; I I t
€] {2 t3 ty
I
""""""""""""""""""""" Fig.2d

0,5 Io [—— . — m — e m e m m e mmm e mmmm—mm—— -

1) Solucién

Entre los tiempos 0 a t3 la resistencia eléctrica del interruptor superconductor es cero.
Aplicando la ley de Ohm entre los puntos A y B, resulta que Va-Vg = Ir = 0, luego la
diferencia de potencial es nula.

Si analizamos la bobina nos encontramos que una variacién de la corriente que la
atraviesa produce una diferencia de potencial en sus extremos dada por

V:Lﬂ
dt
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Pero si esa diferencia de potencial es nula, también tiene que ser %: 0, lo cual indica

que no hay variacién de la corriente por la bobina entre t; y t3 y por consiguiente sigue
pasando la corriente 0,5 .
La intensidad que pasa por el interruptor superconductor debe ser

l,=1-1,=1-0,5I,
A partir de t; la intensidad | disminuye linealmente hasta anularse en t,. En la grafica se
observa que a la mitad de t; y ty, la intensidad 1= 0,5 I,, con lo que I, =0 y cuando t= ty,
I =0, por tanto I, =-0,5 I,. A partir de t, la intensidad | crece hasta valer 0,5 lo. El valor
de I, también crecerd hasta anularse. Las graficas de I; e I, son las siguientes

051
° ! t Fig.2c
vk
1 2 4
|2 t3
R I Fig.2d
tll t|7 1|I3 ti; t

2.- Suponer que el interruptor K se cierra a t=0, cuando r=0, I, =0y R
=7,5 2y la corriente total es 1=0,5 A. Con K mantenido cerrado, la
resistencia r del interruptor superconductor se varia tal como indica la
figura 3b . Determinar como varian I, 1, e I,.

I
0,5 Af-r-rsomsomsoooooes
; Fig.3a

1 5 3 t/min

r

fnt———

Fig.3b

1 2 3 t/min

En el primer minuto la resistencia del interruptor-superconductor es cero y ya hemos

: . : di .
analizado en el caso anterior que I; no cambia ya que d_tl =0. Como la corriente
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principal es de 0,5 A esa es la corriente que circula durante el primer minuto por el
interruptor-superconductor, por el iman

l,=1-1,=0

Al llegar at = 1min se produce de modo abrupto una disminucién de | ya que el circuito
ahora tiene una resistencia de 5+7,5 =12,5 Q cuando antes tenia solamente 7,5 Q.De
modo casi instantaneo la corriente 1 = 0,5 A pasa a

*
_E 2B 2085 _aa
7,5 12,5 12,5
Pasado este pequefio intervalo de tiempo, resulta que el iman sigue siendo
superconductor y por la resistencia r, no pasara corriente, el circuito vuelve a tener una

resistenciade 7,5Q el =1;.

0,5

/.

1
- 1

E,

La corriente | vuelve a ser 0,5 A y en consecuencia 1=1;=0,5 A e 1,=0.
El tiempo que dura el establecimiento de la corriente en | desde 0,3 A a 0,5 A depende
de la resistencias y autoinduccién del circuito

*
b L LR+r) 10%25 .4
SRR, Rr 7,5%5

n
R+r,

La corriente | vale 0,5 A al llegar al minuto cae a 0,3 A y 3,3 segundos después se
recupera a 0,5 A, la corriente 1, era cero pero en esos 3,3 segundos salta a 0,5 Ay la
corriente I, que era 0,5 A cae en esos 3,3 segundos a cero. Después de los 3,33 s resulta
que r = ry, hasta los dos minutos, por tanto, nada cambia en las corrientes I, I, e I,.

A partir de los dos minutos r,=0, la caida de tensién en el iman superconductor es cero
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di,

V=L-1=0 dl, _
dt

—1_0
dt

La corriente en 1; no cambia y sigue valiendo lo que valia a los dos minutos, esto es, 0,5
A, también 1 = 0,5 A e I, sequira valiendo cero.
Las graficas de las corrientes son:

0,5A y
0,3A[ """ T
| | | t/mi
1 2 3 -
I1
0BA~——"777
| |  t/min
1 2 3
I
0,5A
| | |  t/min
1 2 3

Fig.4

3.- Solamente corrientes pequefas, menores de 0,5 A, deben fluir a través
del interruptor superconductor cuando se encuentra en su estado
normal, con intensidad superiores el interruptor se quema. Suponer que
el iman superconductor esta operando en el modo persistente, esto es,
1=0, e I, =i, (esto es, 20 A), I,=-i; como indica la figura 4, en el intervalo
de 0 a 3 minutos. Si el experimento debe detenerse reduciendo la
corriente a través del iman superconductor hasta cero ¢(Como podria
hacerse? [Esta operacion requiere varias etapas. Dibujar los
correspondientes cambios de I, r 1, e I,.

La condicion clave del proceso es que por el interruptor en su estado normal r=r, no
puede circular una corriente superior a 0,5 A.

Mantenemos r=0, cerramos el interruptor K, y aumentamos la corriente I, la diferencia
de potencial AB es nula por tanto la intensidad de corriente I; no cambia y seguira
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valiendo 20 A, dado que I,=I-I; al aumentar | por ejemploa 10 A, 1, =10-20=-10A,y
cuando 1=20 A entonces 1,=0.
Al llegar a este punto pasamos al interruptor al estado normal enel cual r=r, =5Q.y
vamos disminuyendo la intensidad I. Esto supone que la corriente disminuya por I, y
esa disminucidn provoca la aparicion de una caida de tension entre A y B dada por:
dl

Vag = Ld_tl
Si aparece Vg entonces por el interruptor pasa corriente y esta no puede exceder a 0,5
A, esto limita el valor maximo de Vag = I,*r,=0,5*5 = 2,5 V, por tanto:

Ay Ve 25 o0 A_dl
dt L 10 s dt
Si | ha de pasar de 20 A a cero y ademas se ha de cumplir que esa disminucion sea de
0,25 A cada segundo el tiempo minimo de rebajar la corriente es:
t=20A*—2__80 s=133 min
0,25A
Cuando I1=0, el interruptor se pasa a la posicion r=0

20 A
t/min
1
20A
I I Umi
3 6 9 min
I
| l | t/min
3 6 9
-20 A
M .
t/min

Fig.5
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La figura 5 es una de las soluciones del problema.

Entre t=0 y t= 3minutos la intensidad 1 =0, ;=20 A, I, =-20 Ay r =0
Entret=3minyt=6 min, r=r, =5 Q .Laintensidad | aumenta hasta 20 A y luego
disminuye hasta cero en un tiempo de 3 minutos.

Esta condicion cumple con la exigida para su disminucidn qy era que el tiempo debia de
ser superior a 1,33 minutos.

4.- Suponer que el iman esta operando en el modo persistente con una
corriente de 20 A( t=0 a t =3 minutos) ¢Como podriamos cambiar a un
modo persistente con una corriente de 30 A?

Nos fijamos en la figura 5 desde t=0 a t = 6 minutos, en vez de disminuir la corriente I,
como alli se hizo la aumentamos hasta 30 A, y ademas ponemos r = r,, entonces I;
aumenta también a 30A, lo hacemos en un tiempo de 3 minutos para no violar la
corriente que puede fluir por el interruptor (recuerde que el tiempo minimo era 1,33
minutos,).

Reducimos la corriente de | a cero a partir de 9 minutos hasta 12 minutos y ademas
ponemos el interruptoren r=0; al ser Vag =0,

dl,/dt=0,
luego la corriente en I; se mantiene en 30 A,
pero I, = I-1y
cuando 1=30A, I, =0,
cuando 1 =20 A, 1,=20-30 =-10 A
y cuando

=0, 1,=0-30=-30 A
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t/min

|
12

t/min

t/min

t/min

4

30A

20A

P}

-20 A

M &-

12
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3.- CHOQUES ENTRE DISCOS CON SUPERFICIES CON ROZAMIENTO

Un disco homogéneo A de masa m y radio Ra, se desplaza de modo
uniforme sobre una superficie plana XY sin rozamiento, siendo la
velocidad de su centro de masas V. El centro del disco se encuentra a una
distancia b del sistema de coordenadas XY (ver figura 1)

Fig.1

El mencionado disco, choca con un disco B que se encuentra
estacionario sobre el origen de coordenadas del sistema XY. El disco B
tiene la misma masa y el mismo espesor que el disco A, pero su radio es
Re.

Se supone que las velocidades de los discos en el punto de contacto en la
direccion del eje t son iguales después de la colision. Se supone también
que las velocidades relativas de los discos a lo largo del eje n son las
mismas antes y después de la colision.

1) Para tal colision determinar las componentes de las velocidades de los
dos dISCOS despues de la colision sobre los ejes X e Y, esto es,

VAX' VAY' Vgx » Vgy €N funcionde m, Ra, Rg,V y b.

2) Determinar la energia cinética de los dos discos después de la colision
en funciondem, Ra, Rg,V y b.

1)
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Inmediatamente después de la colision el disco A gira con una velocidad angular wa y
una velocidad lineal cuyas componentes sobre los ejes n y t son respectivamente en

valor absoluto Vs, V,y - El disco B gira con una velocidad angular wg siendo las

,

componentes de su velocidad lineal sobre los ejes nyt: Vgy, Vpy -ver lafigura 2.

(O3] N

Fig.2

En la figura 2 se representan las componentes de las velocidades lineales de los discos
sobre los ejesn y t.

1) Aplicamos el principio de conservacion del momento lineal, y para ello nos fijamos
en las figuras 1 y 2.

mvsenp=mV, +mV,, = Vsenp=V, +V, (1)

mVcosp=mV, +mV, = Vcosp=V, +V, (2

2) En el punto de contacto de ambos discos surgen fuerzas de rozamiento pero sus
momentos respecto de ese punto son nulos, lo que implica que haya conservacion del
momento angular para cada disco

mVsengp.R, =mV, R, +1,®, ,siendo IA=%mR§\ =

mvVsen p.R , =MV, R, +%mR O R, 0,=2Vsenp -2V, (3)

0=mV4Rg + 1,05 ,siendo IBzngZB =

S
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3) Aplicamos las condiciones impuestas en el enunciado del problema

V;;At —0,R, = V;St +ogRg (5

Veosp=-V,, +V,, (6)
De las ecuaciones (2) y (6) se deduce que:
Va +Vg =—Va, +Vg, =V, =0 Veosp = Vg,
De las ecuaciones (4) y (5), resulta:
Vi —0 R =V +2V,, = 3V =V, -0,R, (7)
Llevamos la ecuacion (7) a la ecuacion (1),

V,At B (DARA (8)

Vsenp =V, +V, =V, + 2

Combinamos la ecuacion (8) con la (3) w R, =2Vsenp—2V,,

V,t —0,R,

, .V, -2 V 2V, .
Vsenp =V, + —2—2-4~ 3 =V, +—2 NPT EVn

5
3 =V, = EVsen o (9)

Combinando las ecuaciones (1) y (9)
. . 5 . . 1
Vsenp =V, +V,, = EVsen P+Vy = Vg = EVsen o (10)

A partir de las ecuaciones (4) y (10)

Vseng@
6R,

Rywg = Vg =%Vsengo = 0= (11)

Combinando las ecuaciones (3) y (9)

Vseng
3R,

RA(oA:2Vsengo—2VjAt:2Vsen(p—2*§Vsen(p = 5= (12)

Como nos piden las componentes de las velocidades de los discos sobre los ejes X e Y.
A partir de la figura 2 se deduce, teniendo en cuenta que V,, =0

V=V, senp = ngen 2o
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De la figura (1) se deduce b=(R, +Rj) seng , que sustituida en la anterior

b2
(Ra+Rg)

5 5 5
V,, ==Vsen“p=—V
Ax =6 @ 6

2
V,y =V’AtCOS(o=gVSGH(01/1—Sen2g0 =§V(L\/1_( b _

R, +Rg) R, +R,)

2 K2
V., :Evb\/(RA +R,) 2 b
6 (Ra+Rg)
V., = Vgseng+ V. c05¢):vsen2¢+Vcosz(p:V—bz+V 1—L _
BT o 6 6(R, +R; ) (R, +Rg)
Vb? V[(RA+RB)2—b2] - 6V(R,+Ry) —5Wb?
- 2t 2 v Vg = 2
6(Rx +Rg) (Ra+Rg) 6(Ra +Rg)
Vay = Vg COSp — Vg, senep = Vsen(pCOS(o—Vsenq) cos<o:—§Vsengo\/1—sen2 =
5 b b? . 5Vby(R,+R,) - b?
=-2V 1- 7 o+ Vey =- >
6 (RA+RB) (RA+RB) G(RA+RB)

2)
La energia cinética de los discos es la suma de la de traslacion mas la de rotacion

2
1 (, v 1 1 (5 1 Vsen o
E.(A)==mlV,. ) +=1,02 ==m| =Vsen +=mR? =
C()Z(At) 2AA2(6 (Pj 5 A(3RAJ

2 2
:lmvzsen2¢(§+lj:lmvzb—2*§ :>EC(A):§mV2b—2
2 36 9) 2 (R, +Rg)* 36 72 (R, +Rg)

E.(B) = %m[(vét (v, )2]+%|Bmg = %mﬂ%Vsen ng +(V005¢))2}+

2 2 2 2
+1mR§\ Veeng :lmv2 m_¢+c052¢+sa1_¢ :Emv2 Sen—(p+1—sen2go =
2 6R , 2 36 36 2 18

2 2
v e gy =tmve 1
2 18 2 (Ra+Rg)




