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1.-DESPLAZAMIENTO GRAVITACIONAL AL ROJO Y MEDIDA DE MASAS
ESTELARES.
a) Un foton de frecuencia f posee una masa inercial efectiva m
determinada por su energia. Suponer gque posee una masa gravitacional
igual a su masa inercial. De acuerdo con esto, un fotén emitido en la
superficie de una estrella perdera energia cuando escapa del campo
gravitacional de la estrella. Mostrar que el desplazamiento de la
frecuencia Af del fotdn cuando escapa desde la superficie de la estrella
hasta el infinito esta dado por:

Af _ GM

f Rc2
para Af<<f.
G= constante gravitacional; R=radio de la estrella; c= velocidad de la luz
M= masa de la estrella
Asi si se conoce el desplazamiento hacia el rojo de una linea espectral
medida muy lejos de la estrella se puede utilizar este dato para saber la
razon M/R. EIl conocimiento de R permite calcular la masa M de la
estrella.

b) Una nave espacial no tripulada se utiliza en un experimento para
medir la masa M y el radio R de una estrella de nuestra galaxia. EIl ion
He" emite fotones en a superficie de la estrella. Estos fotones pueden ser
controlados mediante absorcion resonante con iones He" contenidos en
una camara de pruebas situad en la nave. La absorcion resonante ocurre
solamente si la velocidad de los iones hacia la estrella permiten
exactamente el desplazamiento hacia el rojo.

A medida que la nave espacial se aproxima radialmente a la estrella, la
velocidad relativa v=pc de los iones He™ en absorcion resonante se mide
en funcién de la distancia d (muy proxima) a la superficie de la
estrella..Los datos experimentales estan recogidos en la tabla. Utilizar
todos los datos de la tabla para determinar graficamente la masa My el
radio R de la estrella.

Datos para la condicién de resonancia

Parametro de | f=v/c(x10” | 3,352 |3,279 |3,195 |3,077 | 2,955
velocidad

Distancia d(x10°m) 38,90 19,98 |13,32 8,99 |6,67
desde la
superficie de
la estrella




¢) Cuando se determina R y M en un experimento, es normal considerar
la correccion de frecuencias debido al retroceso del atomo emisor
cl.-Suponer que el atomo emisor estd en reposo, produce un foton y
retrocede. Obtener la expresion relativista para la energia hf en funcion
de AE (diferencia de energias entre los dos niveles del atomo) y de la
masa en reposo m, del atomo.
C2.- Estimar el valor numérico del desplazamiento relativista
5

f retroceso
mas pequenio que el desplazamiento gravitacional obtenido en b.

para los iones He®. La respuesta debe ser un valor mucho

Datos
Velocidad dela luz,c = 3,0.108 m/s

Energia en reposo del helio = m,c*=4*938 MeV
13,622
——— e
n2
Constante de gravitacion G=6,7.10™ N m*kg™

Energia de Bohr = — V

a) Igualamos la s expresiones
hf
I’TCZ = hf = m =
c
En la superficie de la estrella la energia es la suma de la del fotobn mas su energia
potencial y en el infinito la energia potencial es cero.

thi

Mm

b, —G BT —hf, ~0 = hf, ~hf, —G Af__GM

CZ
R f. f. Rc?

b) Aplicamos el principio de conservacién de la energia para el foton en la superficie de
la estrellay en la nave cuando ésta dista d de la superficie de la estrella.

- - th2i th;
hf,-G—=hf, -G—— = hf,-G——=hf, -G—C
R R+d R+d

= fi(l—Gszff(l_(G—Mj: ‘%z (1_';52/!]

Rc? R +d)c? L GM
(R +d)c?

La frecuencia f>f;, esto es como si ocurriese un efecto Doppler



_GM Rc*-GM
Vv f Rc? Rc?
fo=fll1-—|=f(1-B)= L =1-B= =
(R+d)C2 (R-|-d)(;2
Rc*-GM
2
I R :1_(R+d)(Rc ~GM) _
(R+d)c?-GM R(R+d)? -GM)
(R+d)
B_R((R+d)c2—GM)—(R+d)(RcZ—GM)_—RGM+RGI\/I+dGM
- R((R +d)c? -

~-GM) R((R +d)c? -GM)

B GM

jl_R((R+d)cz—GM):R(R+d)cz_EZE{R(RM)CZ_} _
B dGM dGM  d d

=

1
g d GM B M @

_1{R°c*+Rdc*-GM) 1 _R’%’-GM 1 Rc’
GM d GM

La ecuacion (1) nos dice que al representar 1/p en el eje de ordenadas frente a 1/d en el
2 .2

de abscisas se obtiene una linea recta de pendiente

-1 y ordenada en el

2

R
origen :
GM
0.345 1B = 0,234_9 0(19/;);; 0,2892
0,34 — 4
0,335 —
0,33 —
0,325 Vs
£ 032 A
— ’ /
0,315 =
0,31
0,305
0,3 g
0,295
0 0,05 0,1 0,15 0,2
1/d
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La pendiente es 0,3248.11(;)8 =3,248.10" y la ordenada en el origen 0,2892.10°, por
tanto:
R?c? Rc?

-1=3,248.10" ; ——=0,2892.10° = R-0,2893.10° = 3,248.10" =
M GM

2 8 8 \?
— R=11210°m= M=—__RC _ 11210 (3.0.10°) =5,2.10% kg

G-0,2892.10° 6,7.10.0,2892.10°

cl) Designamos con M a la masa del &tomo después de emitir el foton. En el proceso se
debe conservar la energia y la cantidad de movimiento. Utilizamos la relacion relativista
EZ — m2c4 + pZCZ

m,c? =/ M?c* +p°c® +hf ; p=E:>
c
(mocz—hf)z:Mzc“+h2f2:>m§c“+h2f—2m0hfcz:Mzc4+h2f2:>

m’c® —M?c?
2m,

= hf = (2
La variacion de energia en el proceso es:

AE=(m,-M)? = M=m, —&2 . Llevando este resultado a la ecuacion (2).
c

2

AE
mZc? —[mo —CZJCZ mZc? —m?2c? - AF; +2m AE

hf = = ¢ = AE - .
2m, 2m 2m,c

0 0

— hf :AE(l— AE 2] ©)
2m_c

(o]

c2) La aparicioén del foton se debe a que en el atomo un electrén que esta en el nivel
n=2 salta al nivel n=1 emitiendo la diferencia de energia en un foton. Utilizando el dato
del problema

1 1

AE = ——13,6-22(? —1—2J =40,8eV

De la ecuacion (3)



¢ L[, 4B
h 2m,c

Siendo la f frecuencia considerando el retroceso del atomo. Si no consideramos el
retroceso del 4tomo entonces AE = hf,

f:fo[l— AE J:i—1= AE  f,-f Af AE

— j = —=
2m,c* | f 2m, ¢’ f f, 2m,c?

o] 0] 0

LAF__ 40BeV 408 4
f, 2-4-938MeV  7,50.10

0

El desplazamiento gravitacional es:

GM _ 6,7.10™.52.10%
Re*  1,12.10°-(3,0.10°f

=3,5.10"°

El desplazamiento gravitacional es 1,5.10* veces superior.



2. PROPAGACION DEL SONIDO

La velocidad de propagacion del sonido en el océano depende de la
profundidad, temperatura y salinidad. La figura 1(a) indica cobmo varia
la velocidad del sonido con la profundidad z, para un caso en el que la
minima velocidad se sitla a mitad de la distancia entre la superficie del
océano y el lecho marino. En la gréfica se ha convenido que z=0 en el
lugar de minima velocidad, z=z, en la superficie del océano y z=-zb en el
fondo. La velocidad por encima de z=0 vale c=c,+bz y por debajo de z=0,
C=Co,-bz , b es el gradiente de la velocidad del sonido con la profundidad y
es constante.

z Zs
A
ZS .
: t=cy+hz
........... C0>C o l;l «
: C:CO-bZ .................................................................. >
o R Ca_ Fig.1(b)
Fig.1(a)

La figura 1(b) muestra una seccion del plano zx del océano, siendo x una
direccion horizontal, En la posicion z=0 y x=0 se coloca una fuente
sonora S. Un rayo sonoro emitido por la fuente forma un angulo 6, como
indica la figura, dicho rayo se refracta debido a que la velocidad del
sonido depende de la profundidad

a) Mostrar que el rayo emitido por la fuente y obligado a desplazarse

por el plano z-x forma un arco de circulo de radio
C 71
R=_29 ara 0<@, <=

bsend, g 072

b) Obtenga una expresion en la que figuren zg, , ¢, y b que nos dé el valor
mas pequeiio del angulo @, para que los rayos dirigidos hacia arriba
puedan transmitirse sin que la onda sonora sufra reflexion en la
superficie.

c) En la figura 1(b), H es un receptor del sonido que ocupa la posicion
z=0 , x=X. Obtenga una expresion en la que intervengan b, X y ¢, , la
cual nos indique los angulos 8, para los que la onda sonora partiendo
de S puedan alcanzar al receptor H. Se supone que Zs y Z, son lo



suficientemente grandes para que no pueda haber reflexion ni en la
superficie ni en el fondo del océano.

d) Calcular los cuatro valores méas pequefios de €, que por refraccion
salgan de Sy alcancen al receptor, cuando X= 10000 m ; ¢, = 1500 m/s
y b=0,02000 s

e) Obtenga una expresion que nos dé el tiempo que emplea el sonido
desde S a H siguiendo la trayectoria que se corresponde al valor mas
pequefio de €, que se determind en el apartado c). Calcule el valor
numérico de ese tiempo con los datos aportados en el apartado d).
Calcule el tiempo que emplea la onda sonora en viajar de S a H en linea
recta .¢Cual de los dos rayos llega a H primero?

Ayuda | ss:x = In{taggﬂ.

La figura 2 se corresponde a la figura 1(b) del enunciado a la que se ha afiadido el radio
R del arco de circunferencia. Las coordenadas del centro de la circunferencia se
designan con (m,n).

Z
:/’
/| NP
’ 80 /" _ o
/ z
/ R
\\- /,5 ~ - - - _..X
& R
z s

Fig.2

a) Vamos a buscar cudl es la relacion entre los angulos 6 y 6,. Supongamos que el
medio material en lugar de que varie la velocidad del sonido de forma continua lo hace
por capas como indica la figura 3.



Las velocidades del sonido en cada capa son Vo, Vi,V2,vs ....Aplicamos la ley de Snell
entre las capas

v
senr, —+
enf, _V, . senh v, . senh, vV, Vo Vi NG _V, |
senr, v, senr, Vv, Ssenr, Vv, senr, v, senr, v,
V2
senr, —2
- Vo _Vp _ Senr, _V,
senr, v, senr, v,

Si lo aplicamos al medio continuo indicado en la figura 2, resulta:

sen 0 c c
°=— = senf=sen O, —=sen O,
sen® c

Cc, +bz

0 CO

Aplicamos la ecuacion anterior cuando 6=90° (ver figura 2).

bz CO(senle _]
FB2 o %o ¢ o4bz > z=— o )

sen90°=sen B,
C seno, b

0

De la figura 2 se deduce:

Z+n=R; 0058:sen60=% = Z+Rsenb, =R =

1-sen0,
‘o “seno Co(L—send,)
° Z+Rsenf, =R = 2" " "°/_R(l-senh,) =
b b sen6,
— CO
b sen6,

. ny T
La anterior deduccion se ha hecho entre los valores 0 <6, < >
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b) El limite te viene dado por Z=Zs, de la ecuacion (1)

c

0

1
C{ 0 _1j 1-sen0 Z.b
sen _
Z.=——2 27 b=co( el °j:> S ~sen6, +send, =1 =

1 C, C,
=send, = > = 0, =arco seno —=——
1. 5%s C, +Zgb C, +Zsb
C

c¢) La onda sonora puede llegar al receptor H de la forma que indica la figura 3.

Fig.3

Si fijamos la distancia X entre el emisor S y el receptor H, hemos de buscar para qué
angulo 6, la onda sonora puede llegar al citado receptor.

De la figura 3 se deduce que el angulo B es igual a 6, ya que sus lados son
perpendiculares entre si.

2c,
b X

5:RcosB=RcoseO = X__G% -c0sb, = tago, =
2 bsen6,

La onda sonora también puede llegar al receptor siguiendo el camino indicado en la
figura 4.
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Fig.4

Los radios de las trayectorias son iguales por encima de SH que por debajo, pues tal
como se dedujo en el apartado a), el radio es independiente de la velocidad.

c 4c
5:RcosB:Rcoseo:>X:4Rcoseo:4- ° —cosf, = tagb, =—2
4 bsen6 bX

Las siguientes posibilidades es que hubiesen tres, cuatro .... arcos, en lugar de dos , y el
valor general de de tag 0, seria

0

tag0, = 2ni;n =1,23...
b X

F
inalmente queda el camino directo por el eje X entre Sy H.

tagh, = 2MC  tagp, =2 - 21500 .5 g _gg 190
bX bX _ 0,02000-10000

tag, = 2% —__ 41500 4y 4 _ggoge

0 bX _ 0,02000-10000

2¢ 6-1500

tagb, =— = =45 = 0, =288,73°
bX _ 0,02000-10000
2 .

tag0, = >0 81500 _ g —, g, - 89,050

bX  0,02000-10000

e) El tiempo para desplazarse un elemento de camino ds vale



dt=
C
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Siendo ds un elemento del arco de circunferencia al cual le corresponde una velocidad

C=Cyt+bz.

Fig,5

2V

En la figura 5 se ha escogido, dentro del arco de radio R, un elemento de arco ds=Rd6.

.El tiempo que emplea la onda desde 6, a 7 es:

R_

—
o
—
o ‘—;l\)‘?—]

Anteriormente hemos visto que

senb, ¢, C,

sen® ¢ Y bsen®,

Llevando el valor de R a la integral

Co _C
b c,sen®  bsend
C
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T

b3 n
2 2

Idt:r: j bsen 6 =I a0 =1In{tagg}2 :lln(tagg—tage—“j =
6, C bsend b 2 g, b 4 2

El tiempo total desde S a H es:

2 0
t,..=21=——In| tag—=>
total T b ( g 2]

Aplicando la ecuacién anterior para 6,= 86,19°

0
to=2T=— 2 In| tag 86,19°)_ 6,655s
0,02000 2

La onda que se desplaza de S a H por el eje x viaja a una velocidad c,, yel tiempo
empleado en el viaje es:

(= SH _10000 _ o nrs
c 1500

0

Llega primero la onda que describe un arco de circunferencia.
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3. BOYA CILINDRICA

Una boya consiste en un cilindro de radio a y longitud |, confeccionado
con un material de densidad ligera d, el cual lleva adosado una quilla por
la parte inferior media del cilindro a lo largo de su longitud. La quilla
vista de frente parece una barra tal como se ve en la figura 1. La masa de
la quilla es igual a la masa del cilindro, la altura de la quilla es igual al
diametro del cilindro y su densidad es mayor que la del agua de mar. La
boya flota en el agua de mar cuya densidad es p.

Fig. 1a Fig,1b Fig.1c

a) Para la posicion de equilibrio obtenga una expresion relacionando el
angulo « de flotacion con el cociente d/p Desprecie el volumen de la
quilla. Ver la figura la.

b ) Sobre la boya, debido a una perturbacion, se hunde verticalmente una
distancia pequeia z,, con lo que aparece una fuerza neta que produce un
movimiento de oscilacion vertical de la boya. Determinar la frecuencia de
esta oscilacién vertical en funcion de e, g y a. Admitir que la influencia
del movimiento del agua en la dinamica del movimiento de la boya
incrementa en un tercio su masa .Ver figura 1b.

c) En la aproximacion de que el cilindro se balancea alrededor el eje
central, determinar la frecuencia de este balanceo lateral en funcién de g
y a. Despreciar la dinamica y viscosidad del agua en estew caso- El
angulo del balanceo se supone que es pequefio. Ver figura 1c.

d) La boya contiene acelerometros muy sensibles que pueden medir tanto
la oscilacion vertical como el balanceo lateral. Con aguas en una calma
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relativa el periodo de la oscilacion vertical es de aproximadamente 1
segundo y el periodo del balanceo lateral de unos 1,5 segundos.

A partir de esta informacion confirmar que el angulo de flotacion « es
aproximadamente 90°, y ademas estimar el radio y masa de la boya para
la cual I=a.

a) Designamos con M a la masa del cilindro de la boya y como la quilla tiene la misma
masa, resulta que la masa total de la boya es 2M.

2M = masa del cilindro + masa dela quilla = ma’ld + ma’ld = 2na’ld
Pesode la boya = 2ma’ldg

Si la boya esté en equilibrio el empuje del agua debe ser igual al peso.

Fig.2

El empuje es igual al peso de agua desalojada por la boya. En la figura 2 se observa que
el volumen de agua desalojada es igual area rayada* | . El area rayada es el area del
sector circular menos el area de los dos triangulos.

2
ma As ) aseno-acosa
=~ =As=a’o: drearayada =a’0-2- —————
2t 2a 2

Area sector =

arearayada = a’ o —a’sen acos o
El empujeesigual E = (aza —a’sena.cos a)l gp
Igualando el peso y el empuje

2na’ldg =a’(a—senacosa)lpg = 27d _  _senacosa
p

El peso de la boya actla en su centro de masas y el empuje actda en el centro de masas
del agua desplazada.
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El centro de masas de la boya se calcula teniendo en cuenta que el centro de masas del
cilindro esta en el centro del eje del mismo y el centro de masas de la quilla en mitad de
ésta, Tomamos como origen el centro del cilindro y el sentido positivo hacia abajo

M-0+ Mauilla -2a _a

CMboya = oM

El centro de masas del agua desplazada estard en un punto del segmento circular y en
posicién simétrica como indica la figura 3.

] _«Metacentro

Fig.3
Peso=2Mg

El peso actua en el centro de masa de la boya y el empuje en el metacentro que es el
centro de masa del agua desplazada. En el equilibrio ambos se encuentran en la misma
vertical.

b)Si se hunde la boya una distancia pequefia existe un desplazamiento extra del agua
que crea un empuje el cual vale ,si z es pequefio, ver figura4, 2asenazlgp=kz

Fig.4

Esa fuerza peso actla verticalmente hacia arriba y tiende a llevar a la boya a su posicion
de equilibrio. Observamos que esa fuerza es proporcional al desplazamiento z ,luego el
movimiento de la boya en una movimiento arménico sobre una masa total que es la
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masa de la boya mas 1/3 de esa masa debida a la influencia sobre la dinamica , segun
indica en enunciado

Masa:M+1M:£M :E-anazldzgnzazld =
3 3 3 3

) k _2asena|gp:35enapg

~® “Mesa 8 4nad
3
: 2nd
Si tenemos en cuenta que  ——— = a.—seno.cos o, , resulta:
p
,  3gseno 3gsena
0g. 274 2a(a—senacosa)
p

¢) En la figura 5 se indica el desplazamiento de la boya cuando gira alrededor del eje
que pasa por el centro del cilindro.

Se observa que el volumen de agua desplazada no varia respecto de la posicion de
equilibrio por lo que el empuje actda en el metacentro que se ha dibujado en la figura 3,
pero ahora el peso total de la boya ya no esta en la vertical inicial, sino desplazado de
modo que se ha formado un par de fuerzas que tiende a llevar a la boya a su posicion de
equilibrio

El momento creado por el par de fuerzas es

t=2MgD=2Mgasen6~2Mgab

De acuerdo con la ecuacion fundamental de la Dindmica de rotacion
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2
rzld—?:ZMgaezKe
dt

El movimiento es arménico de rotaciéon siendo

El momento de inercia respecto al eje que pasa por el centro del cilindro es la suma del

momento de inercia del cilindro y de la barra.
2

El momento de inercia del cilindro es

El momento de inercia de la quilla respecto de su centro de masas vale

2 2
M (122a) = M3a . Su momento de inercia respecto del centro del cilindro lo obtenemos
a partir del teorema de Steiner
2 2
Ma +M(2a) _13Ma
Ma® 13Ma’ 29Ma’ , 2Mga 12g
I = + = — (’OR = 2 =
2 3 6 29Ma“  29a
6
d)
42 3gsena
o _ 12 _Ta 15 2a(a—senacosa)  87sena
o, 4n° T? 1’ ' 129 24 (0. —sen acos o)
T,_.f 29a
= 87sen o = 54(a. —sen a.cos a)

Resolvemos la ecuacion anterior por tanteo

o =1,5rad 86,78 > 77,19
o =1,6 rad 86,96 < 88,0

o =1,55 rad 86,98 > 84,82
o =1,59 rad 86,98 < 86,89

La solucion es 1,59 un valor proximo a n/2 =1,57

A partir de la ecuacion
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2 .
, 4n 3gsena Ao 3-9,8-sen1,59 —0,23m

T ~ 2a(a—senacosa) 8n”(1,59 —sen1,59-cos1,59)

A partir de

2M = Masa delaboya = 2wa®1d = 2na’d

' oo 2 —sen a.cos
A partir de la ecuacion 2nd _ a—senacosa = d= pla > acosa)
p /4

5 p(a-sen a coso)
21

Masa de la boya = 0,23° -1000(1,59 —sen1,59 cos1,59) = 19,6 kg

Masa dela boya = 2na?ld = 2na’d = 2na




