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XXXIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE FISICA. TAIWAN . 2003
I.-UN OSCILADOR CON UN PESO QUE CAE

1) Un cilindro rigido de radio R se mantiene en posicion horizontal por
encima del suelo. Una cuerda de masa despreciable y longitud L, L>2 2R,
Ileva en su extremo libre una masa m estando el otro extremo sujeto a la
parte superior del cilindro como se muestra en la figura la.

3 0O

Fig. 1a

El péndulo asi formado se eleva hasta alcanzar el nivel Ay luego se deja
en libertad a partir del reposo estando la cuerda tensa. Despreciar
cualquier alargamiento de la cuerda. Se supone que la masa m es
puntual y que el péndulo oscila en un plano perpendicular al eje del
cilindro. Cuando posteriormente nos referimos a la masa puntual la

denominamos particula. La aceleracion de la gravedad es 5 y el origen
de coordenadas el punto O. Cuando la particula se encuentre en el punto
P ( fig. 1a) la cuerda es tangente a la superficie del cilindro en el punto
Q. La longitud QP se designa con s minuscula. Los vectores unitarios en

direccion radial y tangencial en Q se representan por r  y t
respectivamente. El desplazamiento angular @ de radio OQ que se mide
en sentido antihorario se considera como positivo.

Cuando @=0 la longitud s es igual a L y la energia potencial gravitatoria
U de la particula es cero. A medida que la particula se desplaza los

cambios temporales de @ y s estdn representados por 0 y s
respectivamente.
Si no se especifica otra cosa las velocidades estan referidas al punto O.

PARTE A



En la parte A la cuerda esta tirante a medida que la particula se desplaza.
Encontrar en funcion de las magnitudes (s, g, s, 6,R, L, g, 7y ?)

a) La relacion entre éyé

b) La velocidad v_Q)deI punto movil Q respecto de O

¢) La velocidad v de la particula respecto del punto movil Q cuando se
encuentra en P.

d) La velocidad vdela particula relativa a O cuando se encuentre en P.

e) La componente t de la aceleracion de la particula respecto de O
cuando se encuentra en P

f) La energia potencial gravitatoria de la particula cuando se encuentre
en P

g) La velocidad vade la particula en el punto mas bajo de su trayectoria

PARTE B

En este apartado la relacion entre L y R esta dada por
L O 2ot _35344+3352 -6,886
R 8 3 16

h)¢Cual es la velocidad v.de la particula cuando el segmento de cuerda
comprendido entre Q y P esta recto y tiene la minima longitud?

1)¢Cudl es la velocidad v de la particula en el punto més alto H cuando
la particula ha oscilado al otro lado del cilindro

PARTE C

Ahora el pendulo en lugar de estar fijo por el extremo A, la cuerda tiene
colgada una masa M>m que se considera puntual y la cuerda puede
resbalar sobre el cilindro sin rozamiento.

Inicialmente la particula ocupa una posicion tal que la cuerda es
paralela al suelo y con longitud L. La masa M se encuentra por debajo
del punto O( ver fig. 1b)

@
m

Fig. 1b




Si el sistema se deja en libertad a partir del reposo la masa M cae y la
particula oscila. Se supone que la particula no tiene impedimento alguno
para oscilar al mismo tiempo que la masa M cae.

El rozamiento cinético entre la cuerda y el cilindro es despreciable pero
cuando la masa M se detenga el rozamiento estatico es tal que la masa M
ya no se mueve mas ,esto es, permanece en reposo.

j) Se supone que la masa M después de caer una distancia D

(L-D>>R), la particula sigue oscilando alrededor del cilindro hasta un
angulo @ =2 al mismo tiempo que los segmentos de la cuerda separados
del cilindro permanecen rectos, para que esto ocurra el cociente

D " . o
a =rdebe ser menor que un valor criticoa, . Despreciando términos del

orden de R/L o mayores estimar el valor de a. .
PARTE A

a).- La relacion entre 0ys

La longitud de la cuerda es constante esté sin enrollar sobre el cilindro (cuando la
cuerda esta horizontal) o esté una parte enrollada (cuando la particula esta en P)

Dado que el arco es igual al &ngulo por el radio, tenemos

s+0R=L = §+R@:O —  $+RO=0 Q)
dt dt

_>
b).- La velocidad v,, del punto mévil Q respecto de O
El punto movil se desplaza a lo largo de un arco de circunferencia de radio R
_ d(arco) _d(Re) R0 _ ¢ - <o

o= RO = Vyo=RO t=-st
dt dt o adt

N
c).- La velocidad v de la particula respecto del punto mévil Q cuando se encuentra
enP.

De la figura 2, se deduce:



N
r

dr=s do+R do=s do (— j—R o t

v'=d—r=s é(—?)—R 0 ?z—s 0 ?+s t
dt

d).- La velocidad v de la particula relativa a O cuando se encuentre en P.
La velocidad de P respecto de O es la suma de las velocidades de P respecto de Q mas
la de Q respecto de O.

- - ¢ -

4 . — 3 — .
V=V +V,=-8 O r+s t—-s t=-s 0

N
r

N
e).- La componente t de la aceleracion de la particula respecto de O cuando se
encuentraen P

Fig.3

-

Observando la figura 3 se deduce que v do (— t) es aproximadamente la componente

- —
de dv sobre la direccién del unitario t .

, _dlvde) do_ o
Codt dt

Sustituyendo el valor de |v|=s 6

en forma vectorial



f).- La energia potencial gravitatoria de la particula cuando se encuentre en P

o
Referencia ~ U=0" I R-RcosO
______ U N
A |
"o e& 0 I Rcoso
L '
| |
ssend 1 5
L
| |
| |
Lo
v\ Fig. 4
De la figura 4 se deduce: h=s send+ R(1-cosO)

La energia potencial
U=-mgh =-mg [s seno + R(l—cose)] , como s=L-0R resulta :

U = -mg(L - 6R) send+ R(1- cos6)]

g).- Lavelocidad vnde la particula en el punto més bajo de su trayectoria

En el punto més bajo de la trayectoria 6 = g La energia potencial en ese punto vale:

T et e (U S o

Teniendo en cuenta el principio de conservacion de la energia mecanica y que
inicialmente la energia potencial y la cinética son nulas

%rw;—mg{l_m[l—gﬂ:o - vm:\/29{L+R(1—gﬂ:,/ZQIL—O,57R}

PARTE B

N
h).- ¢Cudl es la velocidad vsde la particula cuando el segmento de cuerda
comprendido entre Q y P estéa recto y tiene la minima longitud?

Vamos a calcular la tension de la cuerda a medida que ésta se enrosca sobre el cilindro.
Cuando la tension de la cuerda se anule, estd dejard de estar recta y la particula se
movera libremente

Fig.y,

- .
B Fig. 5



Las fuerzas que acttan sobre la particula son la tension de la cuerda y el peso. De la

figura 5 se deduce:
2

T—-mgcosp=T-mg send = fuerza centripeta = mV—
S

Aplicando el principio de conservacion de la energia mecéanica

%m\/2 - mg[(L—eR) send + R(— cose)]: mv? = 2mg[(L—eR) send + R(— cose)]

Llevando esta formula a la de la tensién de la cuerda

2mg (L - R) send + R(L- cos 0)|
(L-6R)

_ mg[(L —6R)send + 2(L — 6R Jsen + 2R(L—cos 6]

S

T=mg send+

Si la tensién dela cuerda es nula
3(L—6R)sen6 + 2R(1—cosh) =0

Hacemos uso de las relaciones trigonomeétricas

1-cos6 = 2sen? 9 y seno = 2sen Qcosg
2 2 2
3(L—6R)*25engcosg=—2R*25enzg = 3(L-6R)=-2R tagg

de acuerdo con el enunciado del problema % =6,886, por tanto

2

3*6,886R-3 6 R=-2R tagg = 6,886—6=—§tagg

Para resolver la ecuacion trigonométrica utilizamos un método de aproximaciones.
Damos valores a 0 hasta encontrar que el primer miembro de la ecuacion es igual al
segundo.

angulo,6 /rad  6,886-0 (2/3)tag(6/2)

3,37 3,51585  5,81212317
3,38 3,50585  5,56615399
3,4 3,48585  5,13106809
3,45 3,43585  4,28896462
3,5 3,38585  3,68025328
3,53 3,35585  3,38955685
3,534 3,35185  3,35411657
3,55 3,33585  3,21920912
3,6 3,28585  2,85750778

3,7 3,18585  2,32537306



La grafica del calculo de 6 es la siguiente

calculode 6

v

<

S
\i\l

w

; -(2/3) tag(0/2)
D

N

6,886-0

3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8

angulo ,6/rad

Volviendo a la ecuacién de la velocidad
Vi = Zg[(L ~0R) send + R(-cos 9)] =

= v=1/2*98|(6,886R —3534R) sen3,534+ R(L-C0s3,534) | =1133,/gR
i).- ¢Cudl es la velocidad CH de la particula en el punto mas alto H cuando la
particula ha oscilado al otro lado del cilindro

A partir del momento en que la tension de la cuerda es nula, la particula se mueve
libremente con la velocidad anterior y describe una parabola (ver la fig. 6)
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La velocidad vy es la componente horizontal de v
V,, =VCosy =V sen202,5=1133,/gR sen 202,5=-0,434,/0R

j).- Despreciando términos del orden de R/L o mayores estimar el valor de a. .

Al descender la masa M la particula m oscila enroscandose sobre el cilindro. Cuando se
para M ha perdido una energia potencial MgD que se emplea en cinética de la particula
m y potencial. Si la particula llega a la posicion 6 =2, previamente ha tenido que
pasar por una posicion para la que la energia potencial de la particula m es la méxima
posible. Vamos a calcular para qué angulo 6 la energia potencial de la particula m es la
maxima posible.

La energia potencial estd dada por la ecuacion U :—mg(R[l—cose]+s sene). Para
hallar el maximo valor de U, derivamos la anterior expresién con respecto a 6 e
igualamos a cero

d—U = —n‘g(R sene+scose+sen6$j =0
do de

Para hallar la derivada ds/dq , hacemos uso del hecho de que la longitud total de la
cuerda es constante
Para la posicion inicial la longitud total es L+h +Rg, los dos primeros términos

corresponden a la longitud de cuerda que no esta en contacto con el cilindro y el dltimo
representa la longitud de la cuerda que esta en contacto con el cilindro

Fig. 7

Para un angulo 6, h+D +s es la parte de cuerda que no esta en contacto con el cilindro

(fig. 7). La cuerda que esta en contacto con el cilindroes RO+ Rg
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L+h+RE—h+D+s+RO+R® = s-L-D-R9 = &=
2 2 do

I
|
Py

—mg(RsenB+scosB+sen6%j=0:> RsenB+scosO—-Rsen6=0= cos6=0

El angulo 6 para el que la energia potencial es la maxima posible corresponde a 270 °.
El valor minimo de la tension de la cuerda en esa posicion para que pueda sobrepasarla
y llegar a ponerse la cuerda horizontal es cuando la tension es nula y la fuerza
centripeta la proporciona el peso de la particula

n’g:
S

Segun el principio de conservacion de la energia

MgD :%m\/2 —mg[R@—cos0)+s send] = mv?=2Mgd +2 mg(R—s)

Sustituyendo en la expresion anterior

_ 2MgD +2 mg(R -s)

5 = 2MgD +mg(R -3s)=0

Teniendo en cuenta el valorde s=L—-D—-R6

2MD _ g +3(L—D—R9):>2|\A—D=—5+3—39—R—6
m mL L L L

Segun el enunciado se desprecian los términos R/L y ademas se incluye el valor de o

Mo _3a) = ME_y o o a(1+ﬂ 1> gt
m 3m 3m 1+ﬂ

3m
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I1.-UN RESONADOR PEIZOELECTRICO BAJO LA ACCION DE UN
VOLTAJE ALTERNO

1) Una barra uniforme posee una longitud | y una seccion A cuando no
est sometida a tensiones (fig.2a).

Su longitud cambia en 4l cuando sobre ella actian fuerzas de valor F
aplicadas en direccion normal sobre las caras extremas. La tension
normal T (esfuerzo) esta definida por F/A y el cambio relativo de su
longitud por Al/l, designando a esta magnitud adimensional por Sy
denominéndola deformacion unitaria.

En funcion de estos términos la ley de Hooke se expresa como

T-ys o F.v&
A/

siendo Y el mddulo de Young.

Cuando se verifica una compresion, T corresponde a F < 0y da lugar a
una disminucién en la longitud ( 4l < 0). Tal esfuerzo es negativo y su
valor esté relacionado con la presion p por p=-T.

Para una barra uniforme de densidad p, la velocidad de propagacion de

ondas longitudinales a lo largo de la barraes u = \/z
Jo)

z

v

Fig. 2a

Los efectos de amortiguamiento y disipacion deben despreciarse.

Parte A. Propiedades mecanicas

Una barra uniforme de longitud semi-infinita, extendiéndose desde x=0 a
X=o (ver figura 2b) tiene una densidad p. Inicialmente no esta sometida a
tension. Un piston actta de forma constante ejerciendo una presion p en
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la cara izquierda a x=0 durante un corto tiempo A4t, originando una onda
de presion que se propaga por la barra hacia la derecha con una
velocidad u.

3V X
D - Inestresado
p 1 p a |
comprimido Inestresado — -
p —a»T> V Movimiento
I > ' de la onda
oC
x=0 . .
Fig. 2b Fig. 2c

a) Si el piston origina que la cara izquierda de la barra se mueva con una
velocidad constante v (fig. 2b), cuéles son la deformacién unitaria (S)y la
presion p en la cara izquierda durante el tiempo A4t. La respuesta debe
darse en funcion de p, uy v

b) Considerar una onda longitudinal desplazandose por la barra a lo
largo de la direccion x. Para una seccion normal a x cuando la barra
esta sin tension ( fig 2c) sea &(x,t)

&0, t) =&, sen k(x —ut)
siendo §, y k constantes .Calcular la velocidad v(x,t),deformacion
unitaria S (x,t) y p(x,t)

Parte B. Propiedades electromecanicas incluyendo el efecto fotoeléctrico

Considerar un blogue de cristal de cuarzo de longitud b, ancho w y
altura h ( figura 2d)

e T =
electrodos
' | 2 X + z Ti
D b7 > Fig. 2d L,X Fig. 2e

Los electrodos estas formados por capas metalicas delgadas que cubren
las superficies superior e inferior del bloque. En el centro de los
electrodos se han soldado cables conductores que sirven también de
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soportes los cuales no son afectados por las posibles oscilaciones a lo
largo del eje x.

El cristal de cuarzo tiene una densidad p=2,65.103k—g3 y un moédulo de
m

Young Y =7,87.10" lz La longitud b del bloque es 1,00 cm y el ancho
m

y la altura son tales que h<< w y w<<b. Con el interruptor K abierto se

supone que en el blogue de cuarzo en la direccién x, se producen ondas

. . . . . . w
longitudinales  estacionarias siendo la frecuencia f:2_ y el
m

desplazamiento
§(x,t)=2¢, g(x) cos wt
siendo ¢, una cantidad positiva constante y la funcion g(x)

g(x) =B: senk(x —gj+ B, cosk(x —g)

g(x) tiene como valor maximo la unidad y k - % Teniendo presente que
u

los centros de los electrodos son nodos y las caras izquierda y derecha del
bloque estan libres y deben tener esfuerzo cero ( 0 presion)

c) Determinar los valores de B; y B, para una onda longitudinal
estacionaria en el bloque de cuarzo

d) ¢Cuéles son las dos frecuencias mas bajas de la onda estacionaria con
que se puede excitar el bloque de cuarzo?

El efecto piezoeléctrico es una propiedad especial del cristal de cuarzo.
La compresion o dilatacion del cristal genera un voltaje eléctrico y
también ocurre el efecto contrario, esto es, la aplicacion de un voltaje
externo puede comprimir 0 expandir al cristal dependiendo de la
polaridad del voltaje aplicado. En consecuencia se pueden acoplar las
oscilaciones mecanica y eléctrica.

Respecto al efecto piezoeléctrico se designa con o y o las densidades de
carga de los electrodos superior e inferior cuando sobre el bloque de
cuarzo actla un campo eléctrico E en la direccion del eje z. Sy T
representan la deformacion unitaria y el esfuerzo respectivamente.

El efecto piezoeléctrico en el cristal de cuarzo queda descrito por las

siguientes ecuaciones:

S:$+dpE ; o=d,T+&E

donde &= 4,06.10™ F/m es la permitividad a esfuerzo constante y
d,=2,25.10"* m/V es el coeficiente piezoeléctrico
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Si el interruptor K de la fig. 2d se cierra, el voltaje alterno
V(t)=Vn, cos et

actla a través de los electrodos y en el bloque de cuarzo aparece un
campo eléctrico uniforme E(t) = V(t)/h en la direccion del eje z. Cuando
se alcanza un estado estacionario, una onda estacionaria longitudinal de
frecuencia @ aparece en el bloque en la direccion x.

Con E constante la longitud de onda A y la frecuencia de la onda
estacionaria en el bloque se relacionan por medio de la ecuacion A= w/f

., Y
en la que u esta dada por la ecuacion u = |—, pero ya no se cumple la
o)

relacion T = YS tal como puede observarse en la primera de las
ecuaciones del efecto piezoeléctrico, aun cuando siguen siendo validas
las definiciones de deformacion unitaria y esfuerzo y ademas las caras
extremas del bloque permanecen libres con esfuerzo cero.

e) A partir de las dos ecuaciones del efecto piezoeléctrico, se deduce que
la densidad de carga o en el electrodo inferior es de la forma

O'(X,t)= {chosk(x _EJ+D2}\@
2 h

en la que k=a/u. Encontrar las expresiones para D; y D..

f) La carga total superficial Q(t) en el electrodo inferior esta relacionada
con V(1)

2 kb
t)=|1+a’l —tag—-1||CV(t
Q(t) {+ [kb 9 Ho()
Encontrar la expresion de C, y la expresion y el valor numérico de o’

a).- ¢Cuales son: la deformacion unitaria (S)y la presion p en la cara izquierda
durante el tiempo At

En el tiempo At la onda de presion ha viajado una distancia u At y por tanto ha afectado
a una longitud / de la barra. El desplazamiento de la cara izquierda de la barra en el

mismo intervalo de tiempo At vale A/ = v At
A/ —VAt %
S=—-= =

/UMt u
El signo menos se debe a que es una compresion.

uzzi;p:—YS ST LN p:—UZSp:uzxp:qu
Sp u

b).- Calcular la velocidad v(x,t),deformacion unitaria S (x,t) y p(x,t)

g(x,t)=¢senk(x —ut) — v:%=—éokucosk(x—ut)
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S(x,t)= Y - iok“”j(x‘“‘):gokcosk (x-u)= %

p(x,t)=wp =—-& ku?pcosk(x —ut)=—&_KY cosk(x — ut)

c).-Determinar los valores de B, y B, para una onda longitudinal estacionaria en el
bloque de cuarzo
La ecuacion de una onda estacionaria es de la forma

g(x,t)=2¢, sen kx cosaot.
Si la comparamos con la del enunciado resulta:

a(x)= Blsenk(x - g} +B, cos k(x - gj =sen kx

se deduce que B,=0 ya que la funcion coseno no figura en el miembro de la derecha.
Teniendo presente que el valor maximo de un seno es la unidad y que segun el
enunciado g(x) como méaximo vale uno, se deduce que B; = 1.

d).-¢,Cudles son las dos frecuencias mas bajas de la onda estacionaria con que se
puede excitar el bloque de cuarzo?

g(x,t)=2¢, sen %(x—gj cos ot

Si los extremos son vientres cuando X =b

seng(—j:il = —b:E,s—n, ...........
u u 2 2
Si
\/7 7,87.10" 787.10"
3 3
ob_m_ o _ p 26510 26510° _ )75 15°h
2u 2 1,0.10 1,0.10
10 10
b 3 3 3n\F 3" 72867511%3 3 72’86;11%3
GO_T =M __ VP _ S =onf=>f=— T —817.10°Hz
u 2 b b 1,0.10 2*1,0.10

e).- Encontrar las expresiones para Dy y D..
El efecto piezoeléctrico en el cristal de cuarzo queda descrito por las siguientes
ecuaciones

S=$+dpE , o=d,T+eE; Ez%

De la primera sacamos T=SY-d,YE y la deformacion S(x,t) la obtenemos derivando

respecto de x ,la ecuacion de la onda estacionaria &(x, t) = 2&, sen k(x —gj cosom t
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g(x t)=2¢&, sen k(x—gj cosot = S(x t):j—é:Zkéo cos k[x—g) coso t
X
T=SY-d,YE= Y{Zk&,‘o cos k(x - g)cos ot—-d Vr(]t)}

Si x = b entonces T=0

T=0= Y[Zkgo cos k(gj cosot—d; %} = 2kg,cos k(g)cos ot = (t) )

Llevamos la expresion obtenida para T a la segunda ecuacion o =d T+e; Vr(]t), y

tenemos para la densidad de carga o.

c=d,T+e TV() de[Zk& cosk(x—bjcosm d V(t)} STE(Z)
h 2 h h

4 VO
De la ecuacion (1) se deduce que 2k&  coswt = Eb , sustituyendo en (2)

CoS——

2

V()
d V(t
c=d)Y p I?b cosk(x—gj—pT() +&; %:
cos7 2

Vit cosk(x—zj
_ VO A2y — 2’y e, 3)

p
h cos@
2
De acuerdo con el enunciado
[D cosk X — —) }V(t)
d? )Y
D, = KD ; D, =g, —d? Y
COoS —
2

f).- Encontrar la expresion de C, y la expresion y el valor numérico de o.

De la ecuacion (3) se deduce que la densidad superficial de carga es funcion solamente
de la coordenada x

X _dx

|

A

A
v
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La carga que existe en el elemento dx vale dq = o dx y la que existe en toda el electrodo
es:

2 b

d Ycoskl x——

T viy| P 2
0

kb
h coS—

2

Integramos por separado cada sumando.

b
2
Q(t) = |owdx = -d Y+e wdx
J). P T

El primero
d?Y cosk| x
V() P ( j V(Hwd}Y ¢ b V(tw dpY b’
_[ : b =—— — |cosk X—E dx=—kasenk x—E =
0 CcOoS — hcos— o hcos— 0
2 2 2
V(w dEYT kb —kb]  V(w diY kb) 2V(wd;Y (kb
—kb K sen — —sen = kb K 2sen| — :Ttag 7
hcos— h cos—
2 2
b
El segundo —j@dﬁYwdx - —VT(t)dﬁow
0
b
El tercero Iv(t) e wdx = VT(t)swa
0

h
Ahora los agrupamos para obtener la expresion Q(t)

Viwb[ 2 , kb) ., V(t)wb dﬁY( 2 kb J
t)= 21 2 d?Ytag| — |- d2Y = =~ tag—-1|+1
Q=" {kb : g(zj : +8T} h 8{ e (kb 02 )"

A partir del enunciado

2 kb
) =|1+a® —tag——1||C V(t
Q(t) [ a(kb 9= ﬂ V()
Identificando sus términos
d?y 12\ % 10
c Woer o 4 _ (2251072 *7,87.10 98110

°" h &r 4,06.10 ™
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11 Parte A
MASA DEL NEUTRINO Y DESINTEGRACION DEL NEUTRON

Un neutrén libre de masa m,, que se encuentra en reposo respecto del
sistema de laboratorio, se desintegra en tres particulas que no
interactlan entre si: un protdn, un electron y un antineutrino. La masa
en reposo del proton es my, y se supone que la masa m, del antineutrino
no es nula aungue mucho mas pequeiia que la masa en reposo del
electron m.. La velocidad de la luz se indica por c. Las masas de las

particulas son
my, = 939,56563 @ s mp = 938,27231M ; Me= 0,5109907 Mezv
C

c? c

En lo que sigue todas las energias y velocidades se refieren al sistema del
laboratorio. E designa a la energia total del electron procedente de la
desintegracion

Encontrar el valor maximo E.x de E y la velocidad v, del antineutrino
cuando E = Ea.. Las respuestas se daran en funcion de la masa en

reposo de las particulas y de la velocidad de la luz. Dado que m, <7,3¥
C

, Vv . . - .
Calcular E y la razon —™ con tres cifras significativas.
C

a).-En el sistema de referencia del laboratorio donde el neutron esta en reposo
suponemos que la emision de las tres particulas se hace en direcciones diferentes como

indica la figura
Y

x’pv

Utilizamos la relacion
EZ=mic’ +pic?

Si deseamos que la energia del electrén sea la maxima posible, la expresion anterior nos
dice que el momento lineal del electron debe ser también maximo

p, +P, cos¢=p,cosO (1) ; p,send = p.send (2)
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De la ecuacion (1) se deduce que para que p. sea maximo, cos¢=1 = ¢=0.Si

esto se cumple, en (2) se cumplird que sen¢ =0 y en consecuencia sen6=0=0=0.
De los resultados anteriores se deduce que el protdn junto con el antineutrino deben
viajar en la misma direccion y sentido, mientras que el electron lo hard en la misma
direccion anterior pero en sentido opuesto.

El principio de conservacion del momento se escribe ahora p, +p, =p,

m,v mpyv
o ———=p, (3)

Vv l—
02 c

Teniendo en cuenta que el proton y el antineutrino viajan en la misma direccion y
sentido para que p. sea maximo y en consecuencia la energia, vamos a calcular la
velocidad del centro de masas compuesto por el antineutrino y el protén

<
IR

V. — P, +Py
c™M —
m, +m,
Que en su expresion relativista
m m
LV, +———V,
2 2
ho v 1- Ve
C2 C2 mv mp mv mP
Vey = = - Vey = vV, + v,
m m & V2 V2 v2
v p Yy p _ v p
2 1-- 2 1--; 1-—
o C C C C

N

> +
Vv Vv
PR
C

El primer miembro de la ecuacion anterior es el momento lineal del centro de masas del
sistema formado por el antineutrino y el proton y debe ser igual al del electron y de
acuerdo con la ecuacion (3) se debe cumplir que

m Vv m_Vv m Vv m_Vv m m_Vv
v ' CM p"C™M vy p-p v _ PP
- + = (VCM _Vv)_ (Vp _VCM)

2 2 2 2 2
_Y 1_& 1- Vv 1_V 1- Vv 1—V—p
C2 C2 C2 c CZ CZ

La velocidad del centro de masas tiene que ser o mayor o igual que la del proton y lo
mismo cabe decir respecto de la velocidad del antineutrino, ya que ambas particulas,
proton y antineutrino, se mueven en la misma direccion y sentido.

Si vem>V,p el segundo miembro de la ultima ecuacion seria negativo y el primero
positivo y es imposible entonces la igualdad, por tanto se concluye que Vcm= Vp, con lo
que al ser el segundo miembro nulo, también tiene que serlo el primer y ello obliga a
gue Vem = Vy. En resumen ambas particulas se mueven a la misma velocidad y tienen la
misma velocidad que el centro de masas de ambas.

"OI\J

N

b).-En el proceso de desintegracién del neutrén se cumple el principio de conservacion
de la energia y del momento. Llamamos M. a la masa del conjunto del proton y
antineutrino
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E,=E.+Ec ; P.=pc=Pp:=p¢
Teniendo en cuenta que
E¢ =Mgc’ +pec’ =Mcet +pic® ;5 pr=—t—"—

EZ=MZic'+E2-mic* = EZ-E:=Mic'-mic' =

= (E¢. +E,)E. —E,)=M%c* —mZc*
Dividiendo la tltima ecuacion por Ec+Ee = Ej, resulta

2 .4 2.4 2 .4 2.4
_Mgc' -mc”  Mccm —mgc

E.-E 3
© E, m,c? ®)
E.+E,=E,=mc> (4
M2c* —m?c* m2 (m +m f
2E.=mc?-—S——=" =¢*m +—° —M =
m,c m, m,

=1292 MeV

2 2 2
£. - (03056563 + (05109907)°  (938.27231) MeZV
2 939,56563  939,56563 |

A partir de la expresion EZ = mZc* + p2c?, despejamos pe

2 2.4
p2 _ Ee —-m.C (
e 2

La energia del electrén se obtiene restando las ecuaciones (4)-(3)

5)

MZc® —m?c? m2c? —MZc® + m’c? c?(m? +m?2 - M3
2E,=m ¢’ -———°" =2, =—" < = E, = ( ¢ C)
m m

n n n

Llevando el valor obtenido de E a la ecuacion (5)

2
2 2 2
m:+m:—-M
n e Cj| —m§C4

4
2 2.4
2_Ee_mec _ |: 2mn
pe_ -

c? c? 4 m?
C 2 2 2 2.2
=P, = > m \/(mn +m; —MC)—4memn

n

Anteriormente hemos Vvisto que pe = pc, por tanto

Pe :ﬁ\/(mi +m§ _Mé)_4m§m§ =Pc =Mcve =Mev,,

Ya que la velocidad del conjunto proton anti neutrino es la del antineutrino.
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Vi, 1

c :2mnMC

2
Jmz +m? —M2¥ —4m2m?

m? +m? — M2 =(939,56563)" +(0,5109907 )° —(938,27231)° = 2428,9065
4m2m? = 4*(0,5109907)* *(939,56563)* = 922019,76

1 1
2m M ~ 2*939,56563*938,27231

n

=5,6717096.10""

Vm _ 12653810 ~1,27.10°
C

11l Parte B
Levitacion con luz

Un hemisferio de vidrio transparente tiene una radio R, una masa my
un indice de refraccion n. El medio que rodea al hemisferio posee un
indice de refraccion unidad.

Un haz cilindrico paralelo de luz laser monocromatica incide de forma
perpendicular sobre la superficie circular del hemisferio como indica la
figura 3a.

Hemisferio de
vidrio

<>
28

El radio del haz es & y es mucho mas pequefio que R. Tanto el haz como

el hemisferio son simétricos respecto al eje Z.

Se supone que el hemisferio no absorbe nada de luz del haz y que

tampoco existe reflexion. La luz laser entra en el hemisferio y sale por la

superficie curva sufriendo una refraccion.

Si es preciso se desprecian los términos (&R)® o superiores. Calcular la

potencia del haz de luz laser que equilibra justamente el peso del

hemisferio.
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Puede utilizarse la aproximacion cos 8= 1-(6%/2)

Supongamos que un foton del haz incidente dista del centro de la base del hemisferio
una distancia x, después de penetrar en el hemisferio llega a la superficie curva
formando su direccién un angulo i con la normal y abandona el hemisferio con un
angulo de refraccién .

!

|
rt s
/J\'/.

I
I/
I

d

El a&ngulo que forma la direccidn del proton después de refractarse con el eje Z es r-i. El
momento lineal del proton antes de refractarse es

E

P :Ek

Y después de refractarse
P, =%[cos (r—i) k—sen(r-i) i]

La variacion del momento lineal respecto del eje Z

E .
Apy =—[cos (r—i)-1] k
c
Por otra parte tenemos que n seni =1senr = ni=r

Apy :%[cos (ni—i)-1] k

Todos los fotones que estén comprendidos en una corona circular de espesor dx y
distancia al centro de la base del hemisferio x, sufren la misma variacién en la cantidad
de movimiento. Vamos a calcular cuantos son esos fotones.
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Designamos con N al numero de fotones que llega en el haz cilindrico de radio & por

unidad de tiempo, por tanto, los que llegan por unidad de area y de tiempo son 57
T

*2nX dx.

Los que llegan por unidad de tiempo en la corona circular son  dn = ¥
I
El cambio de momento de estos fotones por unidad de tiempo es precisamente una

fuerza

E .
dF = *2mx dx*—|cos(ni —i)—-1
= ~lcos(ri ~i)-1]
. o . . o i2(n-1)
Si utilizamos la aproximacion que nos dice el enunciado cos(nl —|)=1—T, la
expresion anterior es:
dF:SEZ*x dx* = [ i?(n —1)]
c

Ahora calculamos la fuerza cuando consideramos todos los fotones que forman el haz
cilindrico, para ello tendremos que sumar las aportaciones que hacen cada anillo
circular que estan comprendidos desde la distancia cero a la distancia d.

F:—J‘Bﬁz*%*(n—l)2 *i%xdx

En la integral anterior hemos de encontrar la relacion entre el angulo de incidencia i y

la variable x y observando la figura resulta que sen i= % = i= %
5 2 _1\2 x4
F=— EZ*E*(H—l)Z*X—ZXdXZ—EZ*E(n 21) 8_

187 ¢ R 8 cR? 4

Esta es la fuerza con que el hemisferio actla sobre los fotones. La fuerza de reaccion es
la que actta sobre el hemisferio por parte de los fotones y es igual y de sentido
contrario

NE(n —1)*8?
—-r

E es la energia de un foton y N el nimero de fotones que lleva el haz de laser por unidad
de tiempo, luego NE es energia del haz por unidad de tiempo, esto es, la potencia del
haz. F,, debe equilibrar el peso del hemisferio

P (n-1)*5
4cR?
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Y de aqui conocemos la potencia minima del haz para que pueda mantener el hemisferio
“en vilo” , es decir, que la fuerza debida a la refraccién de los fotones iguale al peso
del hemisferio. Esta potencia ha de valer:

2
p_ 4mgcR

(n-1)°8



