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.-UN CONDENSADOR “PING-PONG”

Un condensador consiste en dos platos circulares paralelos entre si,
siendo R el radio de cada plato y d la distancia entre ellos, cumpliéndose
que d<< R (fig 1.1 a). El plato superior esta conectado a un voltaje
constante V' y el inferior a tierra. Después se coloca en el centro del plato
inferior un pequefo disco de masa m y radio r (r<<R) y espesor t (
t<<r)como indica la figura 1.1b.

Entre los platos se ha hecho el vacio siendo la constante dieléctrica &,
tanto los platos como el disco son conductores perfectos. Los efectos
electrostaticos en los bordes asi como la inductancia del circuito, los
efectos relativistas y los efectos de la carga imagen son despreciables.

Vista
lateral +

(@ (b)
Fig. 1.1

Fig. 1.1 (a) es un dibujo esquematico del condensador conectado a la fuente de potencial
\% b) es una vista lateral del condensador con el pequefio disco de masa m colocado
en el plato inferior

a) Calcule la fuerza electrostatica F. entre los platos separados la
distancia d, antes de insertar el disco de masa m

b) Cuando el disco se coloca sobre el plato inferior, su carga q esta
relacionada con el voltaje V por la expresidon g =1V . Encontrar I en

funcionder,d y &

c) Los platos paralelos estan colocados perpendicularmente a un campo
gravitacional uniforme de intensidad g. Para elevar el disco de la



posicion inicial de reposo se necesita aplicar un voltaje mayor que un
voltaje umbral Vy,. Obtener Vy, en funcion de m, g, dy I

d) Cuando V>Vy, el disco efectiia un movimiento arriba-abajo entre los

platos (se supone que el disco se mueve verticalmente sin bamboleos).

Las colisiones entre el disco y los platos son inelasticas siendo el
v después v,

coeficiente de restitucion n=——"—=—-% siendo, respectivamente, v,
v antes vV,

y Vg las velocidades inmediatamente antes y después de la colision. Los
platos permanecen en posiciones fijas. La velocidad del disco después de
la colision con el plato inferior se aproxima a una velocidad constante v
que depende de V mediante la ecuacién

v, = aV’+B
Obtener los coeficientes ay fen funciondem, g, I,d ,y n

Se supone que el disco choca con el plato de tal modo que se produce un
cambio instantaneo de carga en cada colision

e) Después de alcanzar la velocidad constante, la corriente promedio | a
través del condensador se puede aproximar mediante la expresion | = p?
cuando qV>>mgd. Expresar el coeficiente g en términosdem , I’ d y n

f) Cuando el voltaje aplicado V decrece (de modo lento) existe un voltaje
critico V. por debajo del cual la carga cesa de fluir. Encontrar el voltaje
critico V. y la corriente I, en funciondem, g, d, I’y n.

Comparando V. con el voltaje umbral Vy, hacer una grafica aproximada
de I-V cuando V aumenta y disminuye en el rango V=0 hasta 3 Vy,

a).-Calcule la fuerza electrostatica F. entre los platos separados la distancia d,
antes de insertar el disco de masa m

La energia almacenada en un condensador es U :%CVZ y la capacidad de un

condensador plano

2 2
R , luego: Uzia R

VZ
2 ° d

C=¢,

Si queremos aumentar la distancia entre las placas una distancia &d se necesita realizar
un trabajo dW = F &d vy se producira una variacion de energia

2
UleaoiVZ:AU:lsonszz( L —lj:—lsonszzngSd
2 d+aod 2 d+od d 2 d
2
F=—18 nRzV—

2°° d
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b).- Cuando el disco se coloca sobre el plato inferior, su carga q esta relacionada
con el voltaje V por la expresion g =TV . Encontrar I" en funcionder, d y &,
La densidad superficial de carga es la misma en los platos que en el disco

2

Q q r r? mR? r? mr?
nR?  mr? f QR2 R2 ° d R? °d
2
rzgoi
d

c).- Para elevar el disco de la posicion inicial de reposo se necesita aplicar un
voltaje mayor que un voltaje umbral Vy,. Obtener Vi, en funcion de m, g, dy I
La fuerza sobre el disco debe ser mayor que el peso para elevarlo e igual para obtener el
equilibrio

1e,mr’Vy 2mgd > 2mgd

2mgd
EoTh Vin _ v, = [
2 d° g mr? r = i r

mg = V.=

d).- Obtener los coeficientes oy B en funcion de m, g, ', d , y n

Una vez que se ha establecido el equilibrio designamos con Ec; la energia cinética que
posee el disco nada mas abandonar el plato inferior, en ese momento, el disco posee una
carga q negativa. EI campo eléctrico ejerce un trabajo sobre el disco que vale qV,
trabajo que se emplea en aumentar la energia cinética al llegar al plato superior y
dotarle de energia potencial. Sea Ec;2, la energia cinética del disco justamente antes de
chocar con el plato superior,
Ea +0aV =Eg, + myd

El disco después de rebotar en el plato superior posee una carga q positiva, su
velocidad ha disminuido debido al choque inelastico y ahora designamos a su energia
cinética por E .5, .Podemos escribir

1 5. 1 5
Ecnz ZErnva’ECRZ :Em\/d = Ecnz V2

a

E V3
—F2=—2 =1 = Eq,=1"Eq,

Ecro = nz(Eu +QV—Ing)

Cuando el disco llegue a la placa 1 el campo ha hecho un trabajo qV y el disco ha
perdido su energia potencial, por tanto, si designamos por Ecy;, la energia cinética de
Ilegada al plato 1

Ecin =Ecr, +0V+mod :nZ(ECi +qV—n'gd)+qV+n*gd
Al rebotar en el plato 1 su energia cinética es igual a Ec; ya que el régimen alcanzado es
Estacionario
Eq =M°Eqy = T]4(E0i +qV —mgd )+n2(qV+ mgd ) =
= Eg4 (1—114): an2(1+ n2)+ mgd (112 —n4):

_ qVn?(Len?) ,  [-v?) qvn®  mgdn
_il+n2 il—n2i+mgdn (1+n2x1—n2) "

= ECi



Si en la expresion anterior introducimos la velocidad

2 2 2 2 * 2 2
1 _, qVn mgdn v, :\/ 20Vn N 2gdn _\/ZFV Vn®  2gdn

27 T n?) ) mi—n?)" @en?) \ mli—n?) " @en?)

2 2

v = |2 IRV 2gdn
mi-n’)

2I'n®

e).- Después de alcanzar la velocidad constante, la corriente promedio | a través
del condensador se puede aproximar mediante la expresion | = yV? cuando
qV>>mgd. Expresar el coeficiente g en términosdem , ", d yn

La condicion impuesta es que el trabajo del campo gV es mucho mayor que el valor de
la_energia potencial, por tanto, se puede prescindir de este término y observar que la
aceleracion del disco se debe Unicamente al campo eléctrico

g _aqVv

m md

Si se llega a un estado estacionario el disco sale con una velocidad vs del plato inferior
y llega con una velocidad mayor vy al plato superior, después rebota con una velocidad
Vs Y llega al plato inferior con una velocidad vy para que después de rebotar en el plato
inferior salga con la velocidad vs. El tiempo de ir del plato inferior al superior es el
mismo que del superior al inferior ya que se prescinde del peso del disco y su energia
gravitatoria.

La relacion entre estas velocidades v,, =v, +at,la podemos expresar a través del

coeficiente 1.

FF=gE=ma = a=—

v
vV, =V, +at ; v,=mv, = —<=v,+at = v/(l-n)=nat
n
Como hemos encontrado antes la energia cinética del disco es;
1 .,_qVv mgdn 2qV
“mvi= =qgV>mgd = v, =
2 (1_n2) Lenz) 7T =Nl n?)
qVv

Sustituyendo en la expresion de la velocidad vs y teniendo en cuenta que a = pow)

2qV (1-1)= [\ 2qvVm?d? - 1-1 2md2
NWnli—n2)" V™ Vi mli-n2 g7V =
t_(1—n 1-v° [2md?  [1-y?° 2md2 2md?
i) Vv <1+n Lol v

La intensidad de la corriente | = % = ?




1+n VTV? 1+n | T )
=TV = S*V
1-nyJ2md? V1-nV2md
Y de la expresion 1 =yV?
1+n | T®

' 1-n\2md?

f).- Encontrar el voltaje critico V. y la corriente I, en funcionde m, g, d, I y n.

Para que la carga cese de fluir es preciso que el disco que abandona el plato 1 con la
velocidad vs no llegue al plato 2 y el limite se produce cuando la velocidad de llegada al
plato 2 es nula. En estas condiciones el trabajo del campo se emplea Unicamente en
aumentar la energia potencial del disco

%m\/j+qvczmgd = v2+—2qv°=290I
m

S

2’ |2, 2gdn’

En el apartado 2 hemos visto que v, = \/m(l—nz) (1+ nz)

2m® ., . 2gdn? . 2rV?
m(l—nz) ‘ (1+n2) m

a2
= TIV? 12=mgd 12:> V, 1_n2/mg;d
1-n 1+n 1+n r

2mgd
r

2
—20d = TV - 11|=mod|1--2 =
g RS j mg[ sz

En el apartado c) se ha calculado V,, =

e

Vin _ I :ﬁ:ﬂ:Sig: l-n”

Ve o [1-n? [mgd vV, \ 1-7 2 1+7?)
1+7° T

Vc

= =
Vth ;
Supongamos que el disco abandona el plato 1 con la velocidad vs y carga —q y alcanza
justamente el plato 2 con velocidad nula. Una vez que toque el plato 2 intercambia su
carga y se hace positiva por lo que se dirige hacia el plato 1 partiendo con velocidad
nula y aceleracion hacia arriba a .

\Y/ rv? r 1-n° mgd
E-mg=ma,= ‘- mg=ma,=»> a,=—>%"-Qg=—-—__
=M EMe = Ay T =M " md md1+n® T

1-n? 1-n? —2n?
T]29_929 112_ = a = nzg
1+n 1+n 1+n

g =

= a; =




La aceleracion hacia abajo, esto es, desde el plato superior al inferior, calculada de
forma semejante es:

a2

n 29
E+ =ma = a, = +1 = a, =
4=+md v ‘ g(1+n2 ] Y 14n?

Vamos a calcular ahora los tiempos que emplea el disco en subir y bajar y por tanto en
transmitir la carga 2q

v. V.(l+n?
dZVStT+laTt$ , O=v +a,t, = tT:__S: S( ";T] )
2 ar  2n'g
% Y v (1+n?
dZEaﬁi vy =t =—S=at =t =—= S( i )
2 N na, n2g

El tiempo total de subida y bajada es.

1 2
ot 4t :M[EHJ
2ng  \n
Anteriormente hemos visto que

2 2 2
v, = 2l V2t ngn2 y V= L ut /mg;d de ambas resulta:
mt-nZ) ¢ (L+n?) lin*V T

_ [ 2 ,1-n°,mod 2gdn® _ [2n°gd  2gdn” _ [4n’gd
*\ym-n?) 14+n7 T 14m?  \14n2  14n2 {141’

Sustituyendo en la ecuacién del tiempo tr

2 2 2 2
tT:M £+1 — 4n g(zj *1+n £+1 — d1+1"| 14_1
2ng \n l1+n 2ng \n g n

y con este valor calculamos la intensidad critica 1. = f—q
2¢ 2V,

]
2
or [0 mgd
29 . I P _\/4F2(1—n2)g*mgd* n o
- - - 2
ty /di1+n2i(1+l] fdil+n2i(l+1J di+n2fr  l+m
g (n g (n

Armg*(L-n)l+n), n _2gn [mr@-vn)  2nyl-n® —

= 2 =l = 2 = > gvmD
(1"'712) 1+m (1+n ) 1+n (1+n Xl+n)

Comparando V. con el voltaje umbral V hacer una grafica aproximada de I-V
cuando V aumenta y disminuye en el rango V=0 hasta 3 Vi,




| = g/t (intensidad promedio de la corriente cuando el disco alcanza su funcién
constante. | a través del condensador se puede aproximar mediante la expresion | = yV?

: l+n | T?
cuando gV>>mgd. Siendo y = |[——
| : ! 1-n\V2md?® )

2 : : .
V,, = %d , (V1 es el voltaje umbral necesario para elevar el disco)

1-n° s . . .
V., = ,l_n”/m%d ( voltaje critico, minimo necesario para que el disco llegue al plato
+n

superior con velocidad nula)

2 {L+n?) iy V, 1-n?
V,, = —H; V, (relacion entre ambos, — =, con ¢= —nz)
1-n Vin 2(1+n%)

| 2ny/1-1?

= vmI" (intensidad critica, cuando el condensador alcanza su voltaje
¢+ n2 1+ n) 9 ( J

critico. Ic =2q/ty)

It

VIVy

El punto C de la gréfica indica que su abscisa contiene el voltaje critico Vc/Vi, y su
ordenada es la intensidad critica Ic.

En el punto U la abscisa vale la unidad, lo que indica que V = Vy, es el voltaje umbral, y
su ordenada es la intensidad umbral I,

Los valores de abscisas 1, 2 y 3, son los coeficientesde V =V, V =2V YV =3V
multiplos del voltaje umbral.



11.-GLOBO ASCENDENTE

Un globo de goma, lleno de helio, puede ascender en la atmosfera. La
presion y temperatura de la atmésfera disminuyen con la altura. En el
problema se considera que la forma del globo es esférica a pesar de los
aparejos que pueda llevar y que el volumen de éstos es despreciable.
También se admite que la temperatura del gas helio dentro del globo es
siempre igual a la de la atmdsfera que lo rodea y que los gases tienen
comportamiento ideal. La constante universal de los gases es R =
8,31J/(mol*K) , las masas molares del helio y del aire son M= 4,00.10°
kg/mol y M, = 28,9.10° kg/mol, respectivamente. La aceleracién de la
gravedad es 9,8 m/s’.

Parte A

a) Sea P la presion del aire y T su temperatura. La presion dentro del
globo es mayor que la de fuera debido a la tension superficial de la goma
del globo. Este contiene n moles de gas helio siendo la presion en el
interior P+A4P. Encontrar la fuerza ascensional Fg que actia sobre el
globo en funcién de P y 4P.

b) En Corea y en un dia de verano la temperatura T, a una altura z
respecto del nivel del mar es
T, =T, [1—i]
ZO

Expresion valida en el rango 0<z<15 km ,siendo z,= 49 kmy T, = 303 K.
La presion y la densidad del aire al nivel del mar son, P,=1,0 atm =
1,01.10° Pay p,= 1,16 kg/m®, respectivamente.

Para el intervalo de altura especificado, la presion de la atmdsfera se
expresa mediante la ecuacion

P, =P, (1—ij (2.1)

ZO
Expresar n en funcién de z,, p,, Po ¥ g Y encontrar su valor numérico
dando el resultado con dos cifras significativas. Se considera que g no
varia con la altura.

Parte B

Si la goma de un globo esférico no tiene tension y este tiene un radio r,,
y se infla hasta que adquiere un radio r>r,, la superficie del globo posee
una energia elastica debido a su tension. De acuerdo con una teoria
sencilla la energia elastica para una temperatura constante T, esta dada
por la ecuacion
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U=4m r(fKRT[Z)\2 +i4—3j (2.2)
A

. r . , .
Siendo A=—denominada razén de inflado, x es una constante
r

(o]

expresada en mol/m?®,

c) Calcular 4P en funcidén de los parametros dados en la ecuacion (2.2) y
dibujar la grafica 4P frente a A.

d) La constante x se puede determinar a partir de la cantidad de gas que
se necesita para inflar el globo. A T,= 303 Ky P,= 1atm=1,01.10" Pa, un
balon sin tension (4=1) contiene n,= 12,5 moles de helio. Cuando se infla
el balon hasta que contiene 3,6n,= 45 moles, el valor de A es 1,5, siendo
la presion y temperatura P, y T, ,respectivamente.

, .. K .,
Calcular el parametro del globo a, definido como a=—en funcion de n,

K,

N,y A,siendo k, = % .Calcular a con dos cifras significativas.

(o]

Parte C

Un globo preparado como en d) al nivel del mar (inflado con A =1,5, n=
3,6n,= 45 moles de gas helio, a T, =303 Ky P, = 1,01.10° Pa) tiene una
masa total M+=1,12 kg incluido el gas, el propio globo y sus aparejos.

e) Si este globo se eleva en la atmosfera, se detiene a una altura z; para la
cual la fuerza ascensional es igual al peso. Encontrar z; y la razén de
inflado As a esa altura. Dar las respuestas con dos cifras significativas, no
considerar la velocidad de ascension y que no existe pérdida de gas
durante el ascenso.

a).-Encontrar la fuerza ascensional Fg que actia sobre el globo en funcion de P y
AP.

Sobre el globo acttia el empuje como una fuerza vertical y hacia arriba y el peso hacia
abajo del globo que incluye los aparejos y el propio peso del gas que contiene. Si
consideramos que la fuerza ascensional es el empuje, entonces

E=F; =V, *densidad del aire *g

El volumen del globo es el volumen que ocupa el gas a la presion P+AP y a la
temperatura T
(P+ APV

globo

=nRT
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La densidad del aire a la presion P y temperatura T

p=—9 RT=P RT

VM , M,
nRT _PM, ,  nPM, _
Fg = 9= g
P+AP RT P+AP

b).- Expresar n en funcion de z,, po, Po ¥ g y encontrar su valor numérico dando el
resultado con dos cifras significativas.

Al nivel del mar la presion es P, y la temperatura T,, a una altura z la presion es Pz y la
temperatura Tz. La diferencia de presiones se debe al peso de la columna de aire que
existe entre el nivel del mar y la altura z. En un lugar intermedio de altura x ( 0<x<z) la
presion es Px y la temperatura Tx. La disminucion de la presion al elevarnos una altura
dx es:

—dp, =px0 dxzmg dx = _dpx :MAg dx N
RTX PX R T 1_L
o] ZO
PZ_ 7 )
J' dpx _ MAg ZOJ‘ dx :_lnP_Z:_M[m(ZO _X)]Cz) __MAg z, n z,-2
Fo PX RTO 0% =X I:)0 RTO RTO Z,

Tomando logaritmos en la ecuacion de la presion dada en el enunciado

P zZ,—-2 . .
In P—Z =nih—= y comparando con la ecuacion anterior resulta:
Mgz, M,0z, p.92, 116*9,8%49.10° _EE
RT, gPMa P, 1,01.10° ’
PoR

c).- Calcular AP en funcion de los parametros dados en la ecuacion (2.2) y dibujar
la grafica AP frente a A.

Supongamos que la presion del interior del globo es P; y la exterior P.. Consideremos un
trozo pequefio de superficie del globo AS, la fuerza resultante en ese trozo es: Fi-Fe y el
trabajo necesario para desplazarlo en direccion radial una distancia dr es:

dW,s =(F, —F,)*dr = (P, — P, )AS*dr = AP* AS*dr
Como el desplazamiento es radial, el trabajo necesario para desplazar toda la envoltura
del globo una distancia dr es:

dW = AP *4gxr? *dr

Este trabajo se emplea en variar la energia elastica de la goma (ver formula en el

enunciado)
4 3
—3} = dU:4nr021<RT[4r o ZAr jdr

L2 8
o r

2 r4
U= 4nr021<RT(2r—2 4l
r r

0

Igualando las expresiones de dW'y de dU:
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6 6 .6 6
4nn<RT(4r il J _ AP*4mr? = AP = 4KRT(r o J _ 4KRT(1 —r—7J -
r r rr

6
- 4KRT£i— fo J . Ap o AeRT (l_ij

ar, o Ar] r, (v A

[} (o]

. . . AP 1 1 .
La expresion anterior se puede escribir como ? = x - }\—7, esta ecuaclon representa

una curva que tiene un maximo

d(APj 6 1
K :_iz_—?k :_inrls:O =~ 1=l = =75
da by )14 A 28

Dando valores a A, a partir de la unidad se construye la correspondiente grafica

0,7
0,6
4
/

0,3 ;

0,2
0,1

AP/K

d).- Calcular el parametro del globo a.

Cuando el globo tiene 12,5 moles , A =1y la ecuacion del gas esP, *%nrj =n,RT,

Cuando tiene 45 moles P*%m‘3 =nRT,. De ambas ecuaciones

b_p _ap_ 3MRT, 3n,RT, =3RT0(£_n j=4KRTO (l_ij
’ AnX’ey Amr) o Amry (X0 ° VY
3 n 3 n
2(3_n0j 2(3_n0j 3 1:f;_no
_16mr2 (A g K _16m 2 LART, A . ART,
B 1 1 - KO - 1 1 POrO _16 r3 l 1 3nOR-I-O
s - i
Ao Ao BV 41c|‘03
(”3— j B s
A 5
a ’ =011



e).- Encontrar z:y la razon de inflado A a esa altura.

13

Designamos con P» a la presion del helio cuando el globo alcanza la altura z:. A esa
altura la presién y temperatura del aire son P, y T, respectivamente, el radio del globo
es ry el nimero de moles de helio n. Inicialmente el globo se encuentra a Toy P, de

temperatura y presion siendo su nimero de moles n,. Aplicamos la ecuacion de los

gases perfectos a las dos situaciones

4 4 PP nT, P nT{l_?J
P, * 2 =nRT, : P,*2mr® =n RT, = A =Mz g A %) (g

Prl nT, P

0

r

A la altura z; se produce un equilibrio entre el empuje y el peso
V,ioho < densidad *g =M, *g

Vilono = (4/3) © rg;

. PM .
Densidad a P, y T, Po = IOQTA ; densidad a P, y T,
ecuaciones
Pa _ P,M,RT, LA
pO I:>0|\/IARTZ pA po POTZ
ﬂnr3 *po PzTo — MT = Pz — PoTZIVIT
3 PT 4
0z gTEr poTo
En el apartado ¢) hemos deducido que
4«RT, (1 1
P,—P, = Ll ——-—1 (3)
" ro [}\‘f }\’7f J
., P nT nP.T
De la ecuacion (1) A =—F = P=—22
I30 r]oTo o] o}\‘f
P _ I:>o-|-z|v|T

Pa =

T

00

3
r , :
kf:(—j es la razén de inflado cuando el globo ha llegado a la altura z;

%, de ambas
RT,
)
y de la ecuacion (2)
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Llevados los valores de Pa y P, a la ecuaciéon (3) y teniendo en cuenta ademas que

K ar, T,
a=—=kKk=aKk, = ——-, resulta:
K

nP,M; P.T,M, 4aroPoRTz( 1 1 j n M, ( 1 1 j
- = T T s T o7
noT()}\,?; 7nr3po-|-o 4RT0rO 7\.f 7\.7f nokf e ke;rs,po }\,f 7\,f

Dando valores numéricos a la tltima ecuacion

f f

= 4,5627&—}%4 = 456~} = A, =21

f

Volviendo de nuevo a la ecuacion (2)

2 =

gnrspoTO :Tc ksf rspoTo

. POT{ —Zf]MT : POTO( _4 th
Z Z
p,=_ 0201 _ d :P0(1——ij -

n-1
M M
B Y (' 2y L
z, n,RT A%p, y4 n,RT A:p,

Dando valores numéricos

* 5
(55-1)*In (1— Z—fj = In 1127101.10 ~ 10,3346

49 12,5%8,31*303*2,1° *1,16

1] oTE05 . gou3 o [1-%)-0788 = _Z_ 0216
49)" 45 49 49

z, =10,6 km =11 km

* 5
6— 112710110 =014 23 - i4 = 3,6-3,098=011 2% - i4 =
12,5*%8,31*303*1,16 A A



15

111.-MICROSCOPIO DE PRUEBA ATOMICA

El microscopio de prueba atomico ( APM) es una poderosa herramienta
en el campo de la nanociencia. EI movimiento de una palanca en el APM
se registra mediante un fotodetector que monitoriza el haz reflejado por
un laser ( fig 3.1). La palanca solamente se puede desplazar en vertical y
su desplazamiento z en funcion del tiempo t se describe mediante la

ecuacion
dz

2
d ZibSrkz=F

m——

siendo m es la masa de la palanca, k= mwg es la constante del muelle

de la palanca ,b es un pequefio coeficiente de amortiguamiento que
b : .
cumple wq >> o >0, y finalmente F es una fuerza externa aplicada en

el tubo piezoeléctrico

Vi=c,z .
R salida
> >
: Amplificador
—_@--| Foto-detector —0— de enganche
® [ ]
Sefial de
, entrada referencia
Laser Vi <—@
A , VR
V'r Cambiador de A4

d
<

fase (desfasador)

Piezo-tubo

F . Piezo-tubo

N

muestra

A
3~ T

palanca
—

Fig. 3.1.- Diagrama esquemético del microscopio de prueba atdémico (APM). El
cuadro de la derecha representa una versién simplificada del modelo mecanico que
acopla el piezotubo con la palanca

Parte A
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a) Cuando F =F sen (w tj, z(t) satisface la ecuacion (3.1)y se puede

escribir como z(t)=A sen (at-g).enlaque A>0 y 0<¢<z. Encontrar la

expresion de la amplitud Ay tag ¢ en funcibon de F, , m, @ , @, y b.
Obtener
Ay la fase ¢a la frecuencia de resonancia o = w,

b) Un amplificador de enganche mostrado en la fig. 3.1 , multiplica la
sefial de entrada por la seflal de referencia de enganche
Vg =Vgosenw t, y luego solamente permite pasar la componente

continua de la sefial multiplicada. Se supone que la sefial de entrada esta
dada por V, :Viosen(wit —¢ij; Vro,'Vio, @, Y ¢ son todas constantes
positivas conocidas. Encontrar la condicion >0 para una sefial de salida

no desvanecida. ¢ Cual es la expresion para la sefial de corriente continua
de salida no desvanecida a esa frecuencia?

c) Pasando la sefial de enganche a través de un desfasador, el voltaje

2
piezoeléctrico, actiia sobre la palanca con una fuerza F = clvF;, luego el

Vi =VgoSenw t cambia a Vg :VROsen(w t+£); Vg, aplicada al tubo

fotodetector convierte el desplazamiento de la palanca ,z , en un voltaje

Vi =CyZ; C1 Y Cp SON constantes. Encontrar la expresion de la sefial

continua de salida a @ = ax

d) Un cambio pequeiio, 4m, en la masa de la palanca cambia la
frecuencia de resonancia por Ada,. Como resultado la fase ¢ a la
frecuencia original de resonancia a,, cambia en 4¢. Encontrar el cambio

de masa Am correspondiente a un cambio de fase A¢ = ﬁ. Los

parametros fisicos de la palanca son m=1,0.10" kg , k=1,0 N/m y
(b/m)=1,0.10%",
Utilice las aproximaciones

1+x)P=1+ax vy tag(%+sz—%,cuando IX|<<1

Parte B

Vamos a considerar ahora que algunas fuerzas, ademas de la fuerza
conductora discutida en la parte A, actie sobre la palanca debida a la
muestra tal como indica la figura 3.1
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e) Suponiendo que la fuerza adicional f(h) dependa solamente de la
distancia h entre la palanca y la superficie de la muestra, se puede
encontrar una nueva posicion de equilibrio h,. Préximo a h=h, ,
podemos escribir f(h) ~ f(h, )+c,(h—h,), donde c; es una constante en h.

Encontrar la nueva frecuencia de resonancia o, en funcién de @,, m y
Cs.

f) Mientras se escanea la superficie moviendo la muestra
horizontalmente, la punta de la palanca cargada con Q = 6e se
encuentra con un electron de carga gq=e , atrapado a alguna distancia por
debajo de la superficie. Durante el escaneo la maxima desviacién de la

frecuencia de resonancia Aa)o,:(wl —wo) se observa que es mucho mas
pequefia que , Calcular la distancia d, desde la palanca al electron

atrapado cuando es maxima la desviacion, en funciéon dem, q ,Q , a» A,
y la constante K de la ley de Coulomb. Evaluar d, en nm para

Aw,=20 s™.Los parametros fisicos de la palanca son m=1.10"? kg y k=1
N/m. No considerar cualquier efecto de polarizacion tanto en a punta de
la palanca como en la superficie.

_ 1 Nm?
4”80 C2 ’

Ke ~9,0.10° e=-1,6.10"C

a).- Encontrar la expresion de la amplitud Ay tag ¢

Si z(t)= Asen (ot-¢)

%:Am cos (0) t—(o) : 3T222=—A03259” ("3 t_§”)

Sustituyendo en la ecuacion diferencial

— mm?sen (w t—(p)+ bo cos (w t—(p)+k sen (co t—(p):%sen(w t) ==
= —mmz(sen ot*Ccos ¢ —Cos oat*sengo)+ boa(cos ot*Ccose +sen cot*sengo)+

F
+ k(sen ®t*Ccos¢ — CoS mt*sen(p): Kosen ot

Sacando factor comun a sen ot y a cos ot

F
seno t (— Mo’cose + bo sen ¢ + kcose — Kf’j +C0S ® t(mmzsen(p +b ocos @ ksengo): 0

Si esta ecuacion es nula, entonces cada paréntesis debe anularse
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(moazsenqo +b wcos ¢ — ksen(p)z 0= mw’senp +b wcos ¢ —Mo’senp =

bw
= tagep= Mol —o?) @

F

0

Cosg
m(a)i - 0)2)+ bo tage

0

— Mo’cose + bo sen ¢ + Mo’ cosp = Y A=

En la ultima expresion sustituimos la ecuacion (1)

Fo Fo
B oS B cosgp )
A_m(mz—w2)+ bo tag(p_ 2 2 b2w2 @
0 m((,l)o —® )+ 2 2
m 0o —®

De la expresion (1) deducimos que

\J1-cos? 22
Q bo 1 1 b w N

cosp  mlw? —o)z):> cos’p mz(mi _(DZ)2
2( .2 2\2 2 2
. 1 :\/m (mo—co)—bco @)
oS m(w? - 0?)

Llevando la expresion (3) a la ecuacion (2)

2
CoSg _ Cosg 0 3
)+ b2w?

22  2(2 2
m((,l)o —® ’

\/mz(w2 —m2j+b2m2

F *m(mz -
0 0

m(co(z) —0)2] F
= = A= 9 4)
[mZ(w§_®2j+b2w2} \/mz[wg—mszrbzwz
Para la frecuencia de resonancia
F T
boo go @ 2

0

b).-Encontrar la condicion >0 para una sefial de salida no desvanecida. ¢Cual es
la expresion para la sefial de corriente continua de salida no desvanecida a esa
frecuencia?

Sefial de entrada V,, = V, sen(o,t —o,) ; Sefial de referencia V = Vsen ot

Hacemos el producto de las dos sefiales, teniendo en cuenta que



19

sena *senp = % [cos(a—B)—cos(a+B)]

Hacemos el producto de las dos sefiales Vi*Vg

V, sen(o,t— @, )* Veosen (ot)= %viovRo [cos(w,t — @, — ot)—cos(o,t — @, +t)]=

:%ViOVRO [COS (t (@i —o))—(pi)—cos(t (C‘)i +0))_(pi)] )

Supongamos que %ViovRO =500, =5 y =2, la ecuacion (5), queda de la forma

5*(cos[t(5—2) 1] cos[t(5 +2)—1]) = 5*cos(3t —1) —5*cos(7t —1) .La representacion
gréfica de la ecuacion es:

15

N N B A
. / \ V=H*cos(3t-1)-5 cos(?t—l)/ ’\.\

. NS
\=4

-10

-15

Supongamos que %VioVRO =5, =5 y =5, la ecuacion (1), queda de la forma

5*(cos[-1]- cos[10t —1]) .La representacion gréfica de la ecuacion es:

10

V=5*c )s(—l)-5*cos(10t|-1)

) A N\
N [l % /N
N \

i \
VAR A Y IR
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La forma de esta onda es como una onda armoénica y solamente aparece cuando oi = ®

%VioVRO [Cos (t (o, —co)—(pi)—cos(t (o, +o;))—(pi)], st o,=0 =

= %VioVRoCOS(Pi _%ViOVROCOS(Z(Dit_(pi) (6)

. - . . 1
Si en la ecuacion (6) seguimos manteniendo que, EViOVRO =5 y representamos en un

mismo gréfico el primer sumando y , el segundo y la diferencia de ambos obtenemos

=
o

<

=5co0s1-5*cos(1pt-1)

P\

A AR 4B 4 4 A\ &) 4 4

¢ T

L 2

L 3

>

b o |

x|

g

>

>

>

>
\D\

>4

4
| 4
<
4
4
4
4
4
e
£ T

V=5*cos (1

d A N o N A O ™
ﬁw
\-\\.\ N
i
>
=]

0 0,5 1 15 2

La componente de corriente continua es 5*cosl, y de forma general
1
EViOVRO cosg; (7)

En la expresion (7), ¢i representa la diferencia de fase entre las dos sefiales

c).- Encontrar la expresion de la sefial continua de salida a ® = wg

La sefial de entrada al amplificador de enganche es

V, =¢c,z=C,A sen(o t—g)
Como F:clVRosen((o t+gj y estd aplicada a la palanca el fotodetector tiene la

misma frecuencia y por consiguiente la sefial de entrada al amplificador de enganche y
la sefial de referencia tienen la misma frecuencia. Por otra parte si F=Fseno t,

entonces z = Asen ((D t— (p) siendo ¢ = g como ahora, F = clVROsen[co t+ gj =0
la expresion (7) es:
1
%VioVRO cos0 = EViOVRO

A la frecuencia de resonancia
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Az to _GVeo oy _oaGCVRo
bo, bo, o bo,

La sefal de continua es:

1 ClCZV}sO

2 bo,
d).- Encontrar el cambio de masa Am correspondiente a un cambio de fase A¢

T

1800

En todo lo que sigue se supone que Am y Aw,son valores muy pequefios que al

multiplicarlos entre si o al elevarlos al cuadrado esas cantidades se consideran
despreciables. La constante k™ para la nueva frecuencia es:

K =(m+Am)* ( +Amo)2:mmg+mAAg+2mmoAmo +Amcog+AmA0)%+

+2AAmgAwg = K = m(og +2mMogAng +Arnmg =k —k= 2mogAmg +Arnmg

Y su diferencia con la constante anterior, k"-k, es muy pequefia

, A
k —k~0=2mo,Ao, + Amn’> = Ao, =— nzl(no 8)
m

. bw . i
En el apartado a) hemos visto que tage = Tﬁ) y a la frecuencia de resonancia
Mo, —o

T . f -
O=0,=>0= > si ahora cambia la masa de la palanca y sustituimos o por o, Y la

masa por m+Am, el angulo n/2 se desplazara un valor A

bmo
tag +A(/) r ~
m+Am [m +Aco —mJ m+Am Aw + 20 Aco)
N bco0 _ b . 1 N _LZL ©)
mo,Ao, 2m Ao, tagA e Ap 2m Ao,
Llevando la ecuacidn (8) a la (9), obtenemos el valor de Am
T

1,0.10°*1,010 2%
I b ~ Am=PA¢_ 1800 _1 7,10 kg

A /
1) om*| _ Am o, O, Lﬂ
2m 1.0.10

e).- Encontrar la nueva frecuencia de resonancia @, en funcién de @, m y cs.

Cuando sobre el muelle no actla la fuerza exterior, éste se encuentra en equilibrio
debido al peso de la palanca y a la fuerza elastica del muelle, en la figura la posicion (1)
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MUESTRA

mg= KAX

siendo m la masa de la palanca y Ax el alargamiento del muelle respecto de su longitud
natural, esto es, sin el peso de la palanca. Cuando el muelle se desplaza de esa posicion
de equilibrio y actla la fuerza exterior a ese desplazamiento lo llamamos z y esta regido
por la ecuacion diferencial

dzz dz

m—+b—+kz=F

d'[2 dt
En la posicion 2 existe un nuevo equilibrio debido al peso de la palanca a la fuerza
elastica del muelle y a la nueva fuerza que vale f (ho).

mg = k (Ax+Axy)-f(ho)
y de las dos ecuaciones se deduce kAx; = f(hy)

Si ahora la palanca se desplaza una distancia z; de la nueva posicion de equilibrio, la
ecuacion diferencial es

dzzl dz1
m +b—+k(z
d'[2 dt

1+Ax1): F+f(h) = F + f(ho) +CZy =

dzz dz

1. ,71 -c7. =
= mdt2 +b dt+kz1 cz1 F

k ¢ C
mo. =k-¢c, = (ol:\/———3: o -2

f).- Calcular la distancia d,

La maxima desviacion ocurrira cuando la punta de la palanca esté a la distancia mas
préxima al electron y esto ocurrird cuando esté justamente encima del mismo
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La constante c3 depende de h, por tanto.
df 2k.Qq
C,=—=——-2 10
° dh pe (10

Siendo h=d,
La desviacion de la frecuencia es:

c
_ _ 2 3 _ 2
Awo—wl—mo—wf(no——m -0, = Ao,+0,=.0;—

C
= (Ao,) +0+20, Ao, =02 -2
m

Como A, €s muy pequefio frente a w,, resulta que:

°3
Zm(l)o

Combinado las ecuaciones (10) y (11)

Si se aplican los datos numéricos en la ultima ecuacién

ke?q =mo,Ao, = d, :3/ﬁ
d; mo,Ao,
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C
=2 =
m

Q=6q=6.1,6.10"C, ke=9.10° Nm%C? m=1.10"kgy k=1 N/m, Aw,=20s",

k 1
W, = ,|—

RTE =10°s™
m

9.10°6.(1,6.107%%)?
d, =3
1,0.10™.10°.20

=4,1.10% m =41 nm



