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I.-UN SATELITE DESAFORTUNADO

La mayoria de las maniobras orbitales en una nave espacial consisten
en cambios de velocidad a lo largo de la direccion de vuelo, con la
finalidad de alcanzar 6rbitas mayores o de frenado cuando se produce
reentradas en la atmosfera. En este problema se estudia las variaciones
orbitales cuando el empuje del motor se aplica en direccion radial.

Para obtener valores numéricos se utilizara: Radio de la Tierra, Ry =
6,37.10° m, gravedad en la superficie terrestre g =9,81 m/s?, dia sideral T,
= 24,0 horas.

Consideramos un satélite geosincronizado (su periodo de revolucién es
To,= 24 h) de masa m, colocado en una oérbita ecuatorial de radio r,. Este
satélite dispone de un “motor apogeo” el cual proporciona un empuje
tangencial necesario para alcanzar la orbita final.

Cuestion 1

1.1.- Calcular el valor numérico de r,.

1.2.- Encontrar la expresion analitica de la velocidad v, del satélite en
funcion de g, Rty r, y calcular su valor numérico.

1.3.-Obtener la expresién de su momento angular L, y de la energia
mecanica E, en funcion de v, , m, gy Rr.

Una vez que se ha <
alcanzado la  oOrbita
circular sincronizada
(ver figura F-1), el
satélite ha sido
estabilizado en el lugar
deseado, y esta siendo
preparado para realizar
su misién, pero un error
de los controladores de
tierra origina  que el
motor apogeo se
encienda de nuevo.

AV

El empuje se dirige hacia el centro de la Tierra y origina una indeseada
variacion de velocidad Av en el satélite, el cual se caracteriza por el



cociente f=Av/vo. La duracion del encendido del motor es despreciable
con cualquier otro tiempo orbital por lo que se considera instantaneo.

Suponga que f<1
Cuestion 2

2.1.- Determinar los parametros de la nueva oOrbita (utilice la ayuda al
final del problema) , semi-latus-rectum I, y excentricidad &, en funcién
der,y p.

2.2.- Calcular el angulo « entre el eje mayor de la nueva orbita y el
vector de posicionen el punto del empuje accidental.

2.3.- Encontrar la expresién analitica del perigeo r in Y ap0geo Imax
respecto del centro de la Tierra, en funcién de ro y By calcular sus
valores numéricos cuando S = Y%a.

2.4.- Determinar el periodo de la nueva orbita, T, en funcionde T,y B y
calcular su valor numérico para f = Ya.

Cuestion 3

3.1.- Calcular el valor minimo de S necesario para que el satélite
abandone el campo gravitatorio terrestre.

3.2.- Calcular en este caso la minima distancia del satélite al centro de la
Tierra en la nueva trayectoria de escape, ry min €n funcion der,

Cuestion 4 (suponer que B>f es.)

4.1.- Determinar la
velocidad residual en el
infinito v, en funcion

de voy B

4.2.- Obtener el
parametro de impacto
b, en la direccion
asintotica de escape en
funcion de ro y B. (ver
figura F-2)




4.3.- Determinar el angulo ¢ de la direccion de escape asintético en
funcién de B. Calcular su valor numérico para = 3/2 B ..

Ayuda

Bajo la accion de fuerzas

centrales que obedecen a la ley m
del inverso del cuadrado, las

trayectorias son elipses,

pardbolas o hipérbolas, con la

aproximacion de m<< M

siendo M la masa gravitatoria G

de uno de lo focos. Si se toma

como origen este foco, la

ecuacion polar de estas curvas

se puede escribir como (ver

figura F-3) F-3

[
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En la que | es una constante positiva que recibe el nombre de semi-latus-
rectum vy € es la excentricidad de la curva. En funcién de constantes del
movimiento

N _ |y, 2EU
~ GMm?2 y &= +G2M2m3

Donde G es la constante de la gravitacion de Newton, L es el médulo del
momento angular de la masa que orbita, con respecto al origen y E su
energia mecanica, siendo la energia potencia nula en el infinito-
Se presentan los siguientes casos

i) Si 0<&g<llacurvaes unaelipse (circunferencia cuando g =0)

i) Si g =1,lacurvaes una parédbola

iii) Si ¢ >1 la curva es una hipérbola

Cuestion 1

1.1.-La fuerza centripeta necesaria para que el satélite gire es la fuerza de gravitacion
entre el satélite y la tierra

2 2
GMTmzm\/0 o v, = GM; =2n o ro:3/GMT2TO
r r, r, T, 4

0

La intensidad del campo gravitatorio en la superficie terrestre es:




M
GR—ZT:g:>GMT =gR?
T
Sustituyendo en la expresion de r,

212 * 6 2 % * 2
ro:g/gljr{zl'o _ 3\/9,81 (6,37.104)2 (24*3600F _, 5 107
7T 7T

v, = |SMr _ RTF - 6,37.10° /% -307.10° 2
r r 22. S

1.3.- Usamos la definicién de momento cinético y tenemos en cuenta la igualdad entre

fuerza centripeta y fuerza de atraccion gravitatoria
GM gRZm
L, =r,mv, =——Lmv, ==—— (1)
VO (0]

La energia mecénica es la suma de la cinética y potencial

1.2.-

2
EOZEmGMT_GMTm:_lGMTm:_lngT :—Emvf, @)
2 r r 2 2 r 2

o o 0o o]

Cuestion 2

2.1.- Determinar los parametros de la nueva, semi-latus-rectum I, y excentricidad &
,en funcién der, y B.

Teniendo en cuenta que la fuerza del motor estd dirigida en la direccion de r,, su

momento es nulo y por tanto el momento angular L, no varia. En el enunciado del
2

problema se nos da la ecuacion | = oM y sustituimos L por Lo y aplicamos la ecuacion

mZ
.
ngimz
-5 Vo _9°Ry _gRT_.

B GM,m? B GM,m? grRZvZ vZ °

0

En la expresion de la nueva energia mecanica E emplearemos la relacién (2)

E:Em(vi +Av2)—GM:£mv§ oMM 1Ay =—1mv§ L oav?
2 R, 2 R, 2 2 2
Como B=AL , se deduce; E =—£mv§ +1m[32v§ =lm\/§([32 —1) (3)
v, 2 2 2
2EL®

Para obtener la excentricidad de la orbita ¢ = |1+ ——— hacemos uso de las
G°M“m

expresiones (1) y (3)



21mw2([32—1)*79’2Rim2
2L 2 v, (B> -1) o°Rs
e= 1+ 5 =1+ VT =M= =P
G*MZm G*M2m (GR?)

2.2.- Calcular el angulo a entre el eje mayor de la nueva orbita y el vector de
posicion

En la figura inferior estan dibujadas las 6rbitas antigua y nueva. En la nueva orbita la
Tierra es uno de los focos de la elipse. Se ha calculado gue | =r, y de la definicion de
semi-latus-rectum, como la recta que une el foco de la elipse con un punto de ella tal
que esta recta es perpendicular al semieje mayor.

2.3 .- Encontrar la expresion analitica del perigeo r min Y apogeo rmax respecto del
centro de la Tierra, en funcién de r, y B y calcular sus valores numéricos cuando 3
=Y,

Dado que la fuerza del motor actua de forma instantanea y en direccion perpendicular,
no produce trabajo y se conserva la energia y el momento angular

M—+m M—+m
T 1 2 ~M1" _
T_2rnvp G o , MVolo=NVpln
Despejando de la segunda ecuacion v y sustituyendo en la primera y recordando que
B:ﬁ y GM, =gR?, resulta:
%

0

%m(v% + AVZ)— G

2 2.9 2
2 2gRT ZQRT

2 a2 _Volo
VotPVo-——=—5" 7
0 rmin min

Sustituyendo los valores numericos

16 42210 B (2 r

min min

(3,07.103)2(“ 1 )_ 2%9,81%(6,37.10° (3,07.103)22(4,22.107)2 ~ 2+9,81*(6,37.10° )



Operando
7,96.10" 1,68.10"
r r2

min

—-0,89 +

min

Si hacemos b= 1 , Nos queda la ecuacion de segundo grado

1,68.10" b*-7,96.10" b+0,89 = 0
La resolucion de esta ecuacién conduce a b;=2,93.10®% y b, =1,81.10® y de aqui:
max=55.10"M Y Fmin=3,4.10"m

2.4.- Determinar el periodo de la nueva orbita, T, en funcion de T, y B vy calcular
su valor numérico para = %a.

De acuerdo con la tercera ley de Kepler
2 2 2,3
T_3 = T_g : T2 = T03a
a r r
o (0]

: Mo T T !
Teniendo en cuenta que a = ™ J2r mh — (5:5+34)0

=4,45.10"m

. :\/(24h)2*(4,45.107)3 o h
(4,22.107
Cuestion 3

3.1.-Calcular el valor minimo de Besc Necesario para que el satélite abandone el
campo gravitatorio terrestre.

Si el satélite abandona su 6rbita y se dirige al infinito, su energia potencial es nula 'y su
energia cinética minima es también nula. La energia total del satélite se ha calculado en
la expresion (3)

1
Emvg([z2 ~1)=0 = p-=1
3.2.- La energia del satélite cuando esta a la distancia minima de la tierra es:
1
MV in — G =0
ram'n
- VOrO
La conservacion del momento angular conducea  mv r, =MV ;. Fin = Varin =

Sustituyendo en la ecuacion anterior y teniendo en cuenta que GM, =gR? y que

2
vV, =R; LN r, = gR—ZT (veael apartado 1.2)
r Vv

0

1 v§ GM; virl  29R2 vﬁro2 ko,
2o =0 = 00 == T = = ===
27 Fani Fani Fani 20RTy 2r, 2

amin amin amn amin




Cuestion 4

4.1.- Ahora la energia potencial en el infinito es cero pero la cinética tiene un
determinado valor

4.2.- En la figura se ha dibujado la trayectoria hacia el infinito del satélite. Para calcular
b aplicamos el principio de conservacion del momento angular
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mv,ro=mv _b=Db=—"%= 2°
v, B? -1

4.3.- La ecuacién de la hipérbola segun la ayuda del problema es

I
1-¢ cosH

ro)=

Cuando r tiende a infinito 1-gcos O tiende a cero y 0 tiende a ser 0 4sin

cos ;, = e = c0s0,, = 11 .2 = 0,,=084 rad
€ B EB 3
2 esc

0= 0,84+g = 2,41 rad =138°



I1.-MEDIDA DE MAGNITUDES ELECTRICAS

2.-Las transformaciones cientificas y tecnoldgicas ocurridas durante el
siglo XIX produjeron la convincente necesidad de tener magnitudes
eléctricas patrones aceptadas universalmente. La opinion es que las
nuevas unidades absolutas deberian solamente depender de los patrones
de longitud, masa y tiempo establecidos después de la Revolucion
Francesa. Un intenso trabajo experimental, para ajustar los valores de
estas unidades, fue realizado entre los afios 1861 y 1912. Aqui se
proponen tres estudios.

Determinacion del ohmio (Kelvin)

Una bobina circular de N vueltas, radio a y resistencia R gira con
velocidad angular constante @ respecto de un diametro en el seno de un

campo magnético B = Bgi .
1.- Calcular la fuerza electromotriz ¢ inducida en la bobina y la potencia
media (P)* necesaria para mantener la bobina en movimiento.

Despreciar la autoinduccion en la propia bobina.
*El valor medio (X)de una cantidad X(t) en un proceso periédico T,

1T
es: (X) zf(j)X(t)dt

Una brujula pequeiia se coloca
en el centro de la bobina, tal
como se muestra en la figura F-
1 y puede rotar libremente
alrededor del eje Z en un plano
horizontal, pero no puede seguir
la rapida rotacion de la bobina.
2.-Una vez que se alcanza el
regimen estacionario la brajula
se coloca en una direccion que
forma un angulo @ con el eje X.
Calcular la resistencia R de la
bobina en funcidn de este angulo
y los otros parametros del
sistema.

Lord Kelvin utilizo este método en 1860 para obtener el patron absoluto
del ohmio. Con la finalidad de evitar la rotacion de la bobina Lorenz ide6
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un meétodo diferente utilizado por Rayleigh y Ms Sidgwick , el cual
analizamos en los proximos parrafos.

Determinacion del ohmio (Rayleigh , Sidgwick)

El dispositivo experimental se indica en la figura F-2. Consiste en dos
discos metalicos identicos D y D del mismo radio b, montados sobre un
eje SS’.

Un motor hace girar al conjunto con velocidad angular e, la cual puede
cambiarse para medir R. Dos bobinas idénticas C y C* (de radio ay N
vueltas cada una) rodean a los discos. Ellos estan conectados de tal
manera que la corriente | fluye a través de ellos en direcciones opuestas.
El dispositivo en su conjunto sirve para medir la resistencia R.

3.- Suponer que la corriente | fluye a través de las bobinas C y C’
creando un campo magnético uniforme alrededor de Dy D" y cuyo valor
es igual al creado en el centro de la bobina. Calcular la fuerza
electromotriz £ inducida entre los anillos 1 y 4, se supone que la distancia
entre las bobinas es mucho mayor que su radio, esto es, a>>b.

Los discos se conectan al circuito mediante unas escobillas y el
galvandémetro G detecta la corriente a través del circuito 1-2-3-4.

4.-La resistencia R se mide cuando G marca cero. Encontrar R en
funcion de los parametros del circuito.

Determinacion del amperio

Cuando pasa la corriente a través de dos conductores y se mide la fuerza
entre ellos es posible determinar la intensidad de la corriente. La
“balanza de corrientes” diseriada por Lord Kelvin en 1882 se basa en este
método. Consiste en seis idénticas bobinas C;, C, ..... Cs , de radio a
conectadas en serie. Como indica la figura F-3, las bobinas fijas C;,C3,C,4
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y Cg estdn en dos planos horizontales separadas por una pequefia
distancia 2. Las bobinas C, y C; estan unidas a los brazos de una balanza
y se mantienen en equilibrio equidistando de ambos planos.

La corriente | fluye por las bobinas de modo que la fuerza magnética
sobre C, es hacia arriba y sobre Cs hacia abajo. Una masa m situada a
una distancia x del punto de suspension del brazo se requiere colocar
para restaurar la posicion de equilibrio cuando pasa la corriente por las
bobinas.

(i

5.-Calcular la fuerza F sobre C, debido a la interaccion magnética con
C,. Para simplificar se supone que la fuerza por unidad de longitud es la
que aparece cuando dos hilos rectos y de gran longitud llevan corrientes
paralelas.

6.- La corriente I se mide cuando la balanza se encuentra en equilibrio.
Encontrar el valor de I en funcion de los parametros fisicos del sistema.
Las dimensiones del aparato son lo suficientemente grandes para
despreciar las interacciones entre las bobinas de la izquierda y de la
derecha.

Sea M la masa de la balanza (excepto my las partes que cuelgan) ,G es el
centro de masas y | la distancia

7.-El equilibrio de la balanza es estable frente a desviaciones pequefias
oz en la altura de C, y —éz en Cs. Calcular el maximo valor &z, para el
que la balanza aun puede volver a la posicién de equilibrio cuando se
deja en libertad, (considerar que los centros permanecen alineados).
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Puede utilizar las siguientes integrales

2 2t 2t 2m 5 2m 5
[senx dx= [cosx dx= [senx cosx dx=0; | sen“x dx= | cos
o o o o o

X dx=Tr

[xNdx _ 1 o
n+1

Utilice las aproximaciones

1 o 42g.R26_ 1 1:R2 N N
1iB~1+B+B o1iBZ~1+B para B <<1,y sen 8 ~tag 6 para 6 pequeiic

1.- Calcular la fuerza electromotriz ¢ inducida en la bobina y la potencia media
<P> * necesaria para mantener la bobina en movimiento.

Supongamos que en el tiempo cero el plano de la bobina coincide con el plano YZ. Al
cabo de un tiempo t el vector superficie de la bobina forma un angulo q con la direccion
del campo magnético. El flujo que atraviesa la bobina en ese instante es:

® =B, *NS=B_,Nr a’cosd = B,Nr a’cos ot
La fuerza electromotriz inducida

do
€= e B,Nn a’m sen ot

La potencia instantanea
2 V2 2
stlziz (B,Nm a%0) senZot
R R

Y la potencia media
2n

(B,Nm 2’

(P) :1}(BON1: azco)zsenzcot dt (BoNn azoo)2 N O,
T 21

o (0]
— jsenzmt dt =
R R 2n
2
<P> _ (B0 Nrn az(n)
2 R
2.- Calcular la resistencia R de la bobina en funcién de este angulo y los otros
parametros del sistema.
Por la bobina circula una intensidad I la cual origina un campo magnético

€
B, - MoNI _ HONE _ BoNB,Nr @’ senwe _ p,N*B,m a’w sen ot _ Ksen o t
2a 2a 2aR 2R
En la figura 1 se observa el campo Bb, que tiene dos componentes sobre los ejes
coordenados, cuyos modulos son:
B, =Ksen ot cos ot ; B, =Ksen’ot

Sus valores promedios

1 T
(Box) :?K'c[sen ot cos wt=0

ela
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2n

(By,) = % K'Isenzcot dt = 2—0; KIsenzmt dt =

:?Kfzg
T -
— Bn
Bb > Y
/
L AN
Bo N _ -7
0 =t
X Fig.1

Si se sustituye K por su valor
= \_ H,N ’B,mao -
<Bby> - 4R J
El valor promedio del campo total es:

= - N’B = B N? N?
<BT>:BO|+—H° °nam1 = tagb= y _HoB O g KT MO

4R B 4R 4 tago

0

Determinacion del ohmio (Rayleigh , Sidgwick)

3.- Calcular la fuerza electromotriz € inducida entre los anillos 1y 4
Si observamos uno de los discos D de frente tenemos la figura 2

<l
X
o'

Fig.2

Las cargas negativas sufren una fuerza F=-quxB vy tienden a acumularse en el

centro del disco mientras que las positivas lo hacen en la periferia, por tanto, se forma
una bateria, cuya fuerza electromotriz vale:
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2

. b b b
E,dr :ij dr= bcojr dr=Bo—
0 0 2

m
Il
oO—T

: I
El valor de B corresponde al de una bobina en su centro B =N Z" , por lo que
a
N 2
.o ulo b
da
Al ser dos discos la fuerza electromotriz total e:
Ny, lo b?
& =——.
2a

4.- Encontrar R en funcién de los parametros del circuito.
El circuito eléctrico que corresponde a la figura F-2 es el de la figura 3.

LO-

Lt

Fig. 3

Cuando por el galvanémetro no pase corriente, por la resistencia R circula la corriente
I debida a la bateria ep. Aplicamos el segundo lema de Kirchoff a la malla superior

€ Nu low® N 2
SIR=Ye=R=-2— 00 _ Ho©0b
I 2al 2a

Determinacion del amperio

5.- Calcular la fuerza F sobre C, debido a la interaccion magnética con C;.
El mddulo de la fuerza por unidad de longitud entre dos corrientes paralelas vale:

F:Holllz

2n d

En el problema I;=I,=1, y la distanciad = h. La fuerza que recibe C; es:

%a

Fe, :uo—*2nn= I
2n h h
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6.- Encontrar el valor de I en funcidn de los parametros fisicos del sistema.

En la figura 4 se representa esquematicamente las fuerzas y los momentos respecto de
0.

?
9% .
Fig.4

Mi es el momento respecto de O de la fuerza situada a la izquierda 2F¢, Md el momento
de la fuerza situada a la derecha 2F y Mm es el momento de la masa m respecto de O.
Cuando el sistema esta en equilibrio

Mm=Mi+Md —s mgx = 2Fcd+2Fcd=4Fcd
Sustituyendo el valor de Fc

4 rllad(l) o - Mo

4 ad

0

7.- Calcular el maximo valor 8zmax

En la figura 5 se indica un esquema de la desviacion de la balanza un cierto angulo

Fig. 5
. . |2a |2a
En el lado izquierdo las fuerzas sobre C, son: Hol & Ho
h-06z h+dz
I’a I’a
En el lado derecho las fuerzas sobre Cs son: Ho® 2 | Ho

h+6z h-48z
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El momento de las fuerzas sobre C,, es perpendicular al plano de la figura 5 y dirigido
hacia adentro y su médulo es:

IZ 2
Ho a+u0|a d cos d¢
h-98z h+3dz

El momento de las fuerzas sobre Cs, es perpendicular al plano de la figura 5 y dirigido
hacia adentro y su médulo es

IZ 2
Ho a+u0|a d cos o¢
h—-6z h+6z

El momento total es la suma de ambos momentos

1 2h
2u l%a + d cos & = 2u.l’a ———|dcos d =
Ho (h—&z h+82] 4 Ho (hz—Szzj v
4“°|2a L d cos &
h 572 ¢

l_ hiz
Si utilizamos la aproximacion del enunciado

4u,1%a
h

2
(1+ 8hZ2 ]d cos d¢ (2)

Por otra parte tenemos los momentos creados por la masa M del brazo y por la pesa m
que valen

Mgl sen ¢+ mgx cos d¢ (3)

Si el momento (3) es mayor que el momento (2) la balanza intenta retornar a su posicion
de equilibrio, la posicién limite ocurre cuando sean iguales

2 2
Mgl sen 3¢+ mgx cos d¢ = 4“‘;}' a[1+ Shzz jd COS 0@

. L I%a
Utilizando la ecuacion (1) mgx = gHe” 94

2

Mgl sen é¢,,, +MgX COS d¢,,, = MOX [l+ 8?\”;* Jcos 0Py =

_— Smex
5z2 oz oz h2
= Mgl sen & =mgX —=2-C0S o = tagé =ta MEX o —MEX
2
o7, = Mih

mxd
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I11. NEUTRONES EN UN CAMPO GRAVITACIONAL

2.-En el mundo familiar clasico, el rebote elastico de una bola en la
superficie de la Tierra es un ejemplo ideal de movimiento perpetuo. La
bola se encuentra atrapada: no puede ir por debajo de la superficie o por
encima del punto de retorno, permanece en este estado cayendo y
subiendo una y otra vez. Solamente la resistencia del aire o choques
inelasticos pueden detener el proceso Yy esto sera ignorado en lo que

sigue.
Un grupo de fisicos del Instituto Laue-Langevin in Grenoble (V.V.
Nesvizhevsky y colaboradores *“ Quantum states of neutrons in the

Earth’gravitational field” Nature 415 ( 2002) 297 . Phys.Rev. D 67,102002(2003))
demostraron experimentalmente el comportamiento de los neutrones en
el campo gravitatorio terrestre. En el experimento, a los neutrones que
se desplazan por la izquierda se les permite caer hacia un cristal que
actlia como espejo de neutrones , donde rebotaban elasticamente hasta la
altura inicial una y otra vez.

El dispositivo experimental esta esquematizado en la figura F-1. Consiste
en una rendija W, el espejo de neutrones M(a la altura z =0), el
absorbedor de neutrones A (a la altura z=H y con una longitud L) vy el
detector de neutrones D.

4
v

Fig. F-
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El haz de neutrones vuela con velocidad horizontal constante v, desde W
hasta D, a través de la cavidad situada entre Ay M. Todos los neutrones
que alcanzan la superficie A son absorbidos y desaparecen del
experimento. Los que alcanzan la superficie M se reflejan elasticamente.
El detector D cuenta la tasa N(H), el nUmero de neutrones que alcanzan
D por unidad de tiempo. Los neutrones penetran en la cavidad con un
amplio rango de velocidades verticales positivas y negativas, v,. Una vez
dentro de la cavidad se desplazan entre el espejo inferior y el absorbedor
superior.

1.-Determinar clasicamente el rango de velocidades verticales (v,) de los
neutrones, que penetran a una altura z, y pueden alcanzar el detector D.
Admitir que la longitud L es mucho mayor que cualquier otra longitud
del problema.

2.- Calcular clasicamente la longitud minima L. de la cavidad para
asegurar que todos los neutrones fuera del rango de las velocidades
anteriores, a pesar de los valores de z, son absorbidos por A. Utilice v,=
10m/sy H =50 um.

La tasa de llegada N(H) la mide D y se espera que crezca linealmente con
H.

3.- Calcular clasicamente la tasa Nc(H) suponiendo que todos los
neutrones llegan a la cavidad con velocidad vertical v, a una altura z,
siendo los valores de v, y z igualmente probables. Dar la respuesta en
términos de p, numero constante de neutrones por unidad de tiempo, por
unidad de velocidad vertical y por unidad de altura que entran en la
cavidad con velocidad vertical v, y altura z.

A

El experimento de Grenoble N(H) A A A
estd en desacuerdo con las A
predicciones clésica, ya que A

el valor de N(H) A A A

incrementa de forma clara A

cuando H adquiere algunas A A A

v

alturas criticas Hy, Ho......... H,

. _ H1
(fig.F-2) c
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En otras palabras el experimento muestra que el movimiento vertical de
los neutrones rebotando en el espejo esta cuantizado. Segun el lenguaje
que Bohr y Sommerfeld utilizaron para obtener los niveles de energia en
el atomo de hidrdgeno, se puede escribirse” La accion S de estos
neutrones a lo largo de la direccién vertical es un multiplo entero de la
constante de Planck”, S esta dado por:

S:jpz(z)dz:nh ;. n=123........

donde p(z)es la componente vertical del momento clasico y la integral se

extiende a un rebote completo. Solamente los neutrones con estos
valores de S estan permitidos en la cavidad.

4.- Calcule las alturas de vuelta H, y los niveles de energia. En
(asociados al movimiento vertical) utilizando la condicién cuantica Bohr-
Sommerfeld. Dé el resultado numérico para H; en gm y para E; en eV.

1.-Determinar clasicamente el rango de velocidades verticales (v,) de los neutrones,
que penetran a una altura z,
La energia cinética de cualquier neutron esta dada por la expresion:
Ec L =1m(v§ +v§):im\/§ +1mv§
2 2 2 2
La componente primera de la energia cinética se conserva pues vy es constante, la
segunda componente se puede transformar en energia potencial. Los neutrones para los

e 1 : :
que la suma de su energia cinética (Em\/ijy potencial (mgz) sea igual 0 mayor que

mgH seran absorbidos por Ay no llegaran a D.

Matematicamente la condicion necesaria para que los neutrones no sean absorbidos por
Aes:

%MV% +Mgz<MgH = Vv2<29(H-2)

La altima condicion equivale a escribir:

—J29(H-2)<v, <\[29(H-2)

El rango de velocidades de los neutrones que llegan a D estd comprendido en el
intervalo anterior

2.- Calcular clasicamente la longitud minima L.

Los neutrones que estén fuera del intervalo anterior deben ser absorbidos por A. Ahora
puede preguntarse ¢cudles son los mas dificiles para llegar a A?
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Supongamos que z = H, entonces los

neutrones para los que su v, sea

mayor o igual que cero deben ser Lc
absorbidos. Si vz = 0, ese neutron
describira una rama de parabola
chocara contra el espejo M rebotara
volverd a describir otra rama de
parabola y llegara al absorbedor( esta
es la condicién limite). Si v, >0 haré ]
lo mismo pero el alcance horizontal Fig. 1
de este neutrdn sera menor que el que

tenga v,=0.

En definitiva el neutrén que salga de z =H y v,=0 ser& el que necesite un mayor valor de
L para que sea absorbido. La figura 1 ayuda a entender este hecho. El contacto del
neutrén con el espejo se produce cuando el alcance horizontal sea igual a Lc/2. las
ecuaciones del movimiento parabolico son:

L
z:H—lgt2 ;< =yt
Cuandoz =0, t= /ﬁ y
g
L *50.10°°
—<=v, 2—H:10 ﬂ:0,0319 m = L.=0,064 m
2 g 9,81

2 2
3.-Calcular clasicamente la tasa Nc(H) suponiendo que todos los neutrones llegan a
la cavidad con velocidad vertical v, a una altura z,

Supongamos que a una altura z existe una rendija dz por donde pasan los neutrones.
Aquellos para los que su velocidad esté comprendida en el intervalo

—J29(H-2) <v, <\[29(H-2)

llegaran al detector D y éste dard una tasa de llegada por unidad de tiempo para esa
altura cuyo valor es:

pl29(H —2) - (-/2g(H —z)bz =2p+/29(H —2)dz

Si queremos contar todos los que llegan al detector D hemos de sumar todas las
contribuciones de los distintos dz en el intervalo entre cero y H ; en definitiva integrar la
anterior expresion

H
N(H) = sz,/zg(H ~z)dz
0

Para integrar la anterior expresién hacemos el cambio de variable 2g (H-z) = b? y de
ella deducimos que -2gdz =2b db

La tasa de neutrones detectados en D es:
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Hbdb2b3H22H3H2 3
N(H)=—ZPIb*—g ———p*[—] _ 2o glH=z]e |20 (g7

g 3 g 3 39

O

p\/_ H2

4.- Calcule las alturas de vuelta H, y los niveles de energia En, (asociados al
movimiento vertical) utilizando la condicién cuantica Bohr-Sommerfeld. Dé el
resultado numérico para H; en umy para E; en eV

De acuerdo con lo anterior, para un neutron que caiga desde una altura H y vuelva a
ascender hasta llegar justamente al detector antes de tocar en el absorbedor A, su

: - . H
impulso (accion) vertical ha de valer I, = 2.[0 mv,dz en la cual se ha de poner el valor

limite de la velocidad v, =/2g(H - 2) , tendremos: |, =2m,/2g(H —2)dz

3
Integral que por el mismo procedimiento anterior, nos da, 1, :gm 29 H?2

Utilizando la condicién cuéantica Bohr-Sommerfeld para cuantificar esta magnitud,

3
1, :gm\/@ H2 =nh

2/3
De donde la altura cuantificad H, H, = 3_h n?
4my2g
Y los niveles de energia correspondientes seran: E,=m.g.H,
2/3
3 \/H.g.h 23
E,=|- .n
4 2
NH 4
ADLA
A
A
A A A
A
A
A AA >
T | >
H, H, H
F-2

Aplicaciones numericas:
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Datos, h =6,63.10%*Js;  ¢=3,00.10°ms™;e=1,60. 10" C; my=1,67.10%" kg ; g
=9,81ms?;

Para el primer nivel, n =1

Hi=1,65.10°m = 16,5 nm E:=m.g.H, =2,71.10% ) = 1,60.10 eV
5.- Estimar el tiempo minimo de vuelo ty y la longitud minima Ly de la cavidad,
necesaria para observar el primer rango de neutrones que pueden llegar a D. Usar

V=10 m.st.

Segun el principio de incertidumbre, los incrementos de tiempo y de energia satisfacen
la relacion AE. At >7

Durante el tiempo At los neutrones se desplazan hacia D una distancia
AX = vy, At 2vxi
AE

El minimo de energia que tiene el neutrdn en este nivel es E;, asi que en la inecuacion
se pone AE ~ E; podemos hacer una estimacion del tiempo minimo de vuelo ty y de la
longitud minima Lq de la cavidad,

q q

t ~ T =410%s L zvX£:4.103m
El El



