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PROBLEMA 1

MORTERO DE ARROZ IMPULSADO POR AGUA

El esquema del mortero puede verse en la figura 3.
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Figure 3 Design and dimensions of the rice-pounding mortar

1.-Diseno y operacion

El mortero basicamente es de madera y dentro de él se situa el arroz

La palanca, es un tronco de arbol. Un extremo del mismares ancho
que el oto. En el extremomenos ancho existe un pistilo sujeto a la
palanca y perpendicular aella, su longitud esta disefiad@ara que
cuando la palanca esté en posicién horizontal el pistilo esté en contacto
con el arroz del recipient€ig.3).

En el extremomas ancho de la palanca se excava ueceptaculoque £
denomina recipiente. La formale este recipiente es crucial para las
operaciones del mortero de arroz.

2.-Modos de operacion




El mortero opera de dos maneras.

a) Modo de trabajoDe esta maneral mortero efectla ciclos que estan
representados en la figura 2(a,b,c,d)e,lLa molienda del arroz proviene
del trabajo que se transfiere al pistilo durante la etapa f) de la figura 2.
Si por alguna razoén el pistilo nunca alcanza el arroz decimos @glie
mortero no esta trabajando

La molienda del arroz proviene del trabajo que se transfiere al pistilo
durante la etapa f) de la figura 2. Si por alguna razon el pistilo nunca
alcanza el arroz decimos que el mortero no esta trabajando

b) Modo dereposo con la palanca elevada

Durante la etapa c) del ciclo de operacion de la figi#a a medida que

el angulo a aumenta, la cantidad de agua en el recipiente disminuye

un determinado momento la cantidad de agua en el recipiente equilibra
el pe® de la palanca. Se designa ese angulo cofni la palanca se
mantiene con ese anguld y su velocidad angular es cero , la palanca
permaneceen esa posicion indefinidamentdeste es el modo de reposo
con la palanca levantada. La estabilidad de estasipmn depende del
caudal de aguaF quellega al recipiente. SF excede algun valoF, el

modo de reposo es estable y el mortero esta en el modo de no trabajo. En
otras palabrasF, es el caudal minimo para que el mortero no trabaje.

CICLO DE OPERACIONES DE UN MORTERO DE ARROZ
IMPULSADO POR AGUA( fig 2 , a,b,c,d,e,f).



a) Al principio no
hay agua en el
recipiente y el pistilog
reposa en el interior
del mortero. El agual
comienza a fluir al
recipiente de modd
lento y constante
sin  embargo vy

durante algun
tiempo B palanca
permanece er

posicidnhorizontal

b) En algin momento
la cantidad de agua
en el recipiente eq
suficiente para elevaf
la palanca. Debido g
esta elevacion el agux
se desplaza hacia u
extremo del recipientg
y esto determina qug
la elevacion de la
palanca se poduzca
con mayor rapidez.
El agua comienza 3
fluir fuera del
recipiente cuando
a=a;

c) A medida que el
angulo crece, el
agua fluye hacia
fuera del
recipiente. Para un
angulo de

elevaciona=pb el
momento de las
fuerzas es cero.




d ElI éangulo a
continua aumentando
y el agua continuag
fluyendo fuera del
recipiente hasta que
llega un momento qus
en el recipiente ng
hay agua.

e) Debido a la inercia e
angulo @ aumenta, pero
debido a la forma de
recipiente el agua quq
llega a él sale dg
inmediata Este
movimiento contindia
hasta que el angul@& es
igual al valor maximo &,

f)

el

vuelve a su posion
horizontal y de este modo
pistilo golpea al arroz qus
esta en el mortero.

El ciclo comienza de wevo.

Cuando no hay agua er
recipiente la palancd




Un mortero de agua tiene los siguientes dimensiones:

La masa de la palanca es 30 kg, incluido el pistilo y sin agua en el
recipiente, M= 30 kg

El centro de masas de la palanca es G. La palanca gira alrededor del eje
T.

El momento de inercia de la palanca alrededor del eje T es I= 12 kg.m
Cuando hay agua en el recipiente la masa de ésta se designa con my el
centro de masaseal agua se designa con N.

El &ngulo que forma el la palanca con la horizontal se designa en

Las medidas estareflejadas en la figura 3.

Desprecie la friccion en el eje de rotacion y la fuerza debido al agua que
cae en el recipiente. La superficie ldEgua siempre es horizontal.
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Figure 3 Design and dimensions of the rice-pounding mortar
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1.- La estructura del mortero.

Al principio el recipiente estd vacio y la palanca horizontal. A
continuacion el agua fluye en el recipiente hasta que la palanca
comienza a girar. La cantidad de agua que hay en el pemite es m=,0

kg.

1.1-Calcular la distancia desde el centro de masas G al eje de rotacion T.
Se sabe que la linea GT es horizontal cuando el recipiente esta vacio.

a) Al principio no hay agua en el recipiente y el pistilo reposa en el interior
mortero. El agua comienza a fluir al recipiente de modo lento y constante,
embargo y durante algun tiempo la palanca permanece esigén horizontal




h=

En la figura A se ha esquematizado el recipiemin agua estando la palanca
horizontal, la longitud del recipiente es AC = L =74 cm.

taQGOO:% Y AB=20,7%&m Y BC=74- 20,78=53,22cm

La altura del agua en el recipiemese calcula a partir del volumen de agua que es V =
1000 cm.

) L e

1000= BC e+ 22 Lh-Bc it + S 2 -53 20005+ 0 _v
2(ag30 2,577

¥ 136% +798.36- 1000=0Y =183 J?ggf +4.13.1000_ - 798,;3;830,2

e=1,227cm

La masa de agua corpesdiente a la seccion rectangular de B8 alturaa es:

Mg =1 g BC @M =1(%3,220,22705=979,5y

m3

La masa correspondiente a la seccion triangular de base DB yaa#isra
M, =1000- 979,5= 20,59

El centro de masas del agua cuya secci@i ésanguloHKB esS( fig.2).

H K
?Q Fig.2
R g
B

o _~2
HR = [HB? - 59 =\/ =237cmY %HR =SR=0,7%m
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Aproximadamente la distancia L+L26,61+0,79=27,4 cmN representa el centro de
masas delagua contenida en el recipiente y en ese lugar tomamos un sistema de
referencia, por lo que su coordenada X sera nula y las distancias a su izquierda
negativas y a su derecha positivas=30,5.10%*g y F=979,5.10%g

-FEQ+F,@=0Y 20510%g(27,4- L')+975,9.10°g@" Y L =0,56cm

NT = 26,61+ 0,56+ 20 = 47,17cm
Tomando momentos con respecto a T
IONT=30GBT Y GT= %’017 =1,57cm
1.2-El agua comienza a derramarse del recipiente cuando el angulo

entre la palanca y el eje horizontal alcanza el valay. El recipiente se
vacia completamente cuando el anguloas Determinara; y a..

b) En algin momento la cantidad de agua en el recipiente eficmnte para
elevar la palancaDebido a esta elevacion el agua se desplaza hacia un extr
del redpiente y esto determina qua elevacion @ la palanca se produzca co
mayor rapidez.

El agua comienza a fluir fuera del recipiente cuan@sa;
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La secabn del agua en el recipiente corresponde al triangulo MPB cuyo angulo en P es

BP

as. El volumen de agua es 1000 tiil area del triangulo MPB es:2— y el

volumende aguaV =1000= @db\'( BP=""=""—"=11,1Icm
2 hb 12Q5

AB = hAag60=20,7&mY tagl, =1~ =— " - 12
AP AB+BP 20,78+11,11
U, =20,6°
A medida que el aga se derrama el puniRse acerca al B y cuando se haya derramado
toda el aguaP coincide con B, por tanto:

=0,376Y

LI U, =300

1.3-El momento totaln§a) relativo al eje que pasa por T tiene su origen
en el peso de la palanca y en el del agua enida en el recipiente
Cuandoa=bresulta que el momento totaffa)=0. Calcularby la masa
m de agua que en ese momento contiene el recipiente.

¢) A medida que el angulo crece, el agua fluye hacia fuera del recipiente. F
un angulo de elevacio@=b € momento de las fuerzas es cero.

De la figura superior se observa que llega agua al recipiente y parte de ella se derrama,
[lega un momento en el que los momentos del peso del agua y del peso de la palanca se
hacen igualesLa figura5aes un esquema del nivel del agua y de la posicién de la
palancala figura 5b es una ampliacion de la seccién triangular del agua.
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Fig.5a

Fig.5b

En la fig.5b se ha trazado la median& & un punto de la misma, en el N, esth
centro de masas del triangulo MQd&endoMN ::—23M| El volumen de agua que existe

en el recipiente lo designamos con V y la masa por m.

v -BQ® _BQA2G5 9 _ 9080 g
2 2 cm
De la figura 5b se deduce:
seny =N _ N _ Al g vy = EAI——aé\B+BQoY N =280,78+ —Q8
MN 2 M 3 2 = 3 2 -
“MI 3¢ ¢
3
La distancia TN vale
TN = 74+ 20- VN = 94- —%o 78+ BSO 80,15 = BQ

En N actla el peso del agua y en G el peso de la palanca. Como el momento total es
cero:
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mgIN =M TG Y (90.Q.10°)cy (380,15 %BQ8: 300y A4,57Y
(; -

7,21° \J7,27 - 4,0347,1_ 7,21- 6,81
0,06 0,06
BQ =6,67cm

7,21BQ - 0,030BQ* =47,1Y BQ =

h _ h 12

- = Y B=23,6°
AQ  AB+BQ 20,78+6,67

tagb =

m = 90BQ = 90,67 = 600g

2 -Parametrosdel modo de trabajo

El agua fluye dentro del recipiente con una velocidad de fléjoque es
constante y pequefa. La cantidad de agua que llega al recipiente cuando
la palanca se encuentra en movimiento es despreciable. En esta parte del
problema se desprecia el cambio en el momento de inercia durante el
ciclo de trabajo.

2.1- Haga un esquema del momentom( an funcion del anguloa
durante un ciclo. Calcule los valores numéricos ge( @aata los anguls
a, aya=o0.

Cuandoa=0, d peso de la palanca crea un momento con respecto al eje que pasa por T
de valor

e(U=0)=30®,80,57.10> = 4,62Nm

En esta situacioal pistilo estéen el mortero sobre el arrox medida que llega agua al
recipiente se crea un momerde signo contrario al anterior, este momento crece a
medida que hay mas agua en el recipiente, y llegard& un momento en que ambos
momentos se igualen y a partir de ahi el momento creado por el agua es superior al
momento creado por el peso de la palancamAimo tiempo la palanca comiena
elevarse. EI momento resultante sera maximo cuando haya la maxima cantidad de agua
en el recipénte lo cual ocurre cuando m= 1 kg y en ese momento el angulo que forma la
palanca con la horizontal as= 20,6°.

Calculamos el momento total cuanalg= 20,6°. Supondremos que el momento creado

por la peso de la palanca es negativo y el creado por etlebrexipiente positivo.
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AB= 20,78 cm
BP=11,11 cm
BI=5,56 cm
MA=12 cm

La figura 6 es la misma que la figura 4, aunque se ha afiadido valores numéricos
hallados en el apartado 1.2. El procedimiento para calcular el momento originado por el
peso de agua cuya masa es 1kglenismo que se ha utilizado en el apartado 1.3

MI =/h? +(AB +BI)? = /122 +(20,78+5,56 = 28,94cm

sero=N = ALy yn =24 =3(AB+B|)=3(2o,78+5,56)=17,56cm
2 M 3 3 3
3

TN =74+20- VN =94- 17,56=76,44cm
Momentocreadgorelagua= 9,8(76,44.10*> 20s20,6°= +7,01N m

Momento resultante maxime(20,69 = 7,01- 4,62(0s30°= +2,69Nm

A partir de este momento la cantidad de agua disminuye en el contenedarmeshtm
total disminuye resultando que cuando= b 23,6° es nulo y la cantidad de agua que
contiene el contenedor es 600 g.

A continuacién, cuando se alcanaa 30° ya no hay agua en el contenedor y el
momento total se debera al peso de la palanca

£(309 =-30,8%,57.10% (20s30% - 4,00Nm

Después la palanca alcanza un angulo maximo que designamms>80f y cuyo valor
desconocemos por ahora, el momento valdra

ma,) =309,84,57.10% (osa, = - 4,62cosa,

Luego la palancalesciendehasta la posicion horizontal para la queael0 y el
momerto vale-4,6 N m.

Dibujamos la grafica con los momentos calculados y unimos los puntos mediante
curvas suaves.
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me

Fig.7

2.2- A partir de la grafica del apartado 2.1, dar la interpretacion
geométrica de la energia total producida paov( g did trabajo de
molienda W, que se transfiere desde el pistilo al arroz.

Se define el trabajo realizado por una fuerza como el producto escalar de la fuerza por el
desplazamiento. Si en unos ejes cartesianos representamos la fuerza ( con signo positivo
0 negativo ) B la direccion del desplazamiento en el eje de ordenadas frente al
desplazamiento en el eje de abscisas , el area comprendida bajo la gréfica dibujada y el
eje X mide el trabajo realizado . Si el area esta por encima del eje X es positivo y si por
debajonegativo.

Si en la expresién del trabajo se sustituye la fuerza por el momento y el desplazamiento
lineal por el angular el area mide el trabajo que puede ser positivo 0 negativo.

Cuando la palanca forma un angalpcon la horizontal almacena energiagmaial que

se puede medir por la altura a la que se eleva su centro de masas G .Cuando la palanca
vuelve a la posicion horizontal esa energia potencial la transfiere al arroz. Y se emplea
en la rotura de los granos y en algo de calor.

2.3- A partir dela gréfica de la figura 7 calculara, Y W, ( se supone
gue son despreciables las energias cinéticas del agua de entrada y de
salida del recipiente). La grafica se puede reemplazar por lineas rectas.

El trabajo W, viene medido por el area OEDF de la figura 7. Por otra parte tenemos que
la energia potencial almacenada por la palanca cuando el angajalebe ser igual a
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W En la figura 8 se ha hecho un esquema del centro de masas G en la posicion
horizontal y cuando forma un angug.

TG =1,57 cm

Fig.8

La altura H a la quse eleva el centro de masas G de la palanca ¥hkeGT GenU, .
La energia potencial de la palanca

E potencial 3, =300,8Q,57.10° GenU, = 4,62@enU,

Para calculaa, igualamos las areas OAB y BEDC. Utilizando la aproximacién de unir
los puntos por lineagctas.El area OAB es un triangulo

2936 '1’;38@,69
Area OAB =& -

2

El areaBEDC es la suma de un triangulo mas un rectangulo

g(so- 236)%?@ ‘ ”
1 + gao - 30) 3148y
2 180H

AreaBEDC=

s 314G o & 314g.
603260 $30- 236)F-2%
%3 1802 :§ 389 5o

2 2

+§ao - 30) 3148y
180H
y 2029 _5a+da,-120 ¥ a,=3470

W, =4,628enU, = 4,628en34,7°= 2,63]
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3.- El modo reposo

3.1- Suponiendo que en el recipiente el agua siempre se desborda

3.1.1:Dibuje un esquema grafico del momenmmen funcidén del angulo
a en las proximidades da = gQué tipo de equilibrio, para la posicion
a = fjene la palanc&

Si observamos la figura 7 puede verse que cuandboel momento total es positivo y
cuandoa > s negativo. En otras palabras cuaadb el momento debido al peso del
agua superaal momento del peso de la palanca y ese momento tiende a llevar a la
palanca a la posicién de equilibrio, cuarateb el manento del peso de la palanca
supera al del agua y ese momento tiendevarila la palare a su posicigrpor tanto , el
equilibrio es estable.

La figura 8 indica como son los momentos antes y despus@&do que no existen
calculos numéricos los momentos se han dibujado con una curva arbitraria.

Fig.8

3.1.2: Encontrar la expresion que relaciona el moment( a&gmo
funcion de D acuandoa = b +yIaaes pequefo.

La masa de agua contenida en el recipiente es:
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m:V@ :w; tagU:L: h Y BP:LV_AB_L_ h
2 AP AB +BP tagu tagU tag30

th@ 1 § Jbh*ad 1 1
%agu tag30_ 2 %agu tagBO8

Y m=

Aplicando la ecuacion anterior para los angldosb B a y restando las masas para
obtener la variacion de masa al pasabdd + D a

ybh’4 1 1 §_ybh’Atagh- tagb+p{g
2 (%ag(b+cp01 tagb§ 2 ZtagbGadb+p?

o=

Utilizando la relacién trigonométrica

tagh + tagop U
tag(b + = Ny =
g( qoL)J 1- tagb QagDU
e tagh +taggppU g e- tag’b QagpU tagop Us
2 2 étag 2 e — = U
qom:;bh _4bh* ¥ 1- tagb@agcpll‘ ybh?* 2 1- taghGagpU oy
2 2 é, agh© tagb+tagch o2 e tag® + tagh GaggpU U
g 1- tagh Gagep (f € 1 tagbGagpU U
2 2
v e - } bh 2 tagqol(1+tag b) 2
2 Etagb(tagh + tagep i
Hacemos las aproximacioneagh + taggp (® tagb ; taggpU= ol
gcp 2 +senzb6{5 kg 2 17
Cpm:- J bhz é (; COSzbggz_ J bhz ("DpU:_ 10007@,15@,1 pr
2 € sertb U  2&erfb 2&er1223,6
é U
6 coshb

Y M= - 6,74@pU

Para el angulb la palanca esta en equilibrio y los momentos son iguales, para el angulo
a = [D+4ael momento del peso es mayor que el momento del agua y la palanca vuelve a
su posicion de equilibrio. Si hubiésemos hecho el calcula pa= b - & aesultado
hubiese sido el anterior con signo positivo, ahora el momento del agua es mayor que el
creado por el peso de la palanca y tiende a volverla a su posicién de equilibrio. Una
consecuencia es que la rama superior e inferior de lafg§ygon simétrica y otra es

gue el momento creado pdm es el momento resultante.



17

Para hallar el momento creado gan hemos de calcular la distancia del centro de
masas del agua al eje eje de giro situado en T. Dado que en el enunciado nos dice que
D aes pequefio podemos suponer sin mucho quela distancia TN es la misma que
cuando el angulo vale.

En el apartado 1.3 vimos que

TN =80,15 :—];)BQ =80,15 6’?672 77,9cm

El momento resultante vale:
£ =- 6,74 9,8, 77%zodb + pJ° - 6,740 Wd,8D, 770D = - 47,2¢p N Gn

Volviendo a la fig.8 y dado el resul@a@nterior lo que hemos dibujado como una curva
debe ser una linea recta utilizando las aproximaciones que se harpaechegar a la
ecuacion den

3.1.3: Escribir la ecuacion de movimiento de la palanca, la cual se
mueve con velocidad inicial ceroa partir de la posicion

a = b +(Dapequeio). Mostrar que el movimiento es, con una aceptable
exactitud, una oscilacion armonica .Calcular el periodo

Consideramos como posicion centdal movimientob=0. Por tanto, la separacion de
esa posicion eP ay el momento es directamente proporcional a esa separacion, por
tanto se trata de un movimiento armonico, cuyo periodo es:

U=2'\ﬁ . k=472
k

El momento de inercia del sistema es la de la palanca mas el del agua. EI momento de
inercia del agua depeedie la masa de agua en el recipiente que a su vez es funcién del
anguloa. Dado queD aes pequefio considerammgse la masa de agua varia pcona

y por ello escogemos como valor constante de la masa de agua 600 gedonagje e

ha calculado en el apartado 2.1 y como distafiia77,9 cm.

| =12+0,6M,779 ° 12,4kg On?

=2 124 =32
47,2

3.2-Para un valor dado deF, el recipiente se desborda todo el tiempo
solamente si la palanca se mueve de forma lenta. Existe un limite
superior para la amplitud del movimiento arménico el cual depende de
F. Determinar el valor minimode F ( en kg/s) para que la palanca
realice un movimiento armonico de amplitud 1°.



18

Consideramos que t=0 cuando la palanca pasa por la pds#28m6° y se dirige hacia
abajg D anegativo La ecuaciérDm= - 6 , 7nbs diz@ como aumenta y disminuye el
aguaen el recipiente

(- 6,74Ge - 0=0,116kg =118 Y m, =600- 118=482g
C =

El esquema de la figura 10 nos indica los valores de m en funcidmade

t=3t/4 ; m=%0,718¢
4

t=t/2 _m=600g [3 1) t=0;m,=600 g

| ) e

t=t/4;m=482¢g

El analisis de la figura 10 nos dice que cuando la palanca forma un &ngafola
horizontal tiene unaierta cantidad de agua (concretamente 600 g, ver el apartado 1,3).
Al llegar a un angul® a=- 90°( posicion 2)que corresponde a un tiempo igual a ¥ del
periodo el recipientdiene 482 g de aguda perdido agua debido a posiciony
durante ese intealo de tiempo siempre ha estado desbordado. Al volver la palanca a la
posicionb (posicion 3 Jlirigiéndose haciardba ha aumentado la masa de aguese
aumentola ha tenido que suministrar el chorro exterior. Entré¢/R y t=3/4 de nuevo
aumentda cantidad de agua y de nuevo debe ser suministrada por el chorro exterior
para que en todo momento el recipiente detdbd\l bajar la palanca a la posicidnel

agua del recipiente sale al exterior. En resunt&sde la psicion 2 a lad el chorro
exteror debe suministrar agua al recipiente para que desborde, entre las posiciones 4y 2
aun cuando no suministrase agua desdeegterior el recipiente siempre desbordaria
Teniendo en cuenta que el movimiento de la palanca es armonico

oln= 6,74®p305en2—,ut

Para asegurarnos que el agua siempre desborda, y el caudal del chorro exterior es
constante, dicho caudal debe tener un valor maximo tal que cuando el recipiente
demande la maxima cantidad de agua el caudal sea suficiente para ello sin exceder ese
valor.

d(qon):6,74®p002—00052—0tc"a|t Y @ :6,74®p002—00052—0t

El caudhmaximo que no debe excederse es:



1¢

0 = 6,74¢p0, 2 = 6,740— & = 0,239
¥ 180 3,2

(o]

3.3-Suponer queF es suficiente para que durante el movimiento libre de
la palanca cuando el angulo decrece desalea a; el recipiente siempre
desborde. M obstante si el flujgF es muy grade el mortero no puede
operar. Suponiendo que el movimiento de la palanca es la de un
oscilador arménico calcular el flujo minimo para que el mortero no
trabaje.

Las variaciones de la masa de agua en el recipient@agores que en el caso anterior.
Cuando la palanca forme un angulo ade= 23,6 ° el recipiente debe contener 1000

gramos de agua y cuando pase por la poskeigr20,6° , 600 gramos&a amplitud de
la oscilacion es 23;80,6 = 3°
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PROBLEMA 2
RADIACION CHERENKOV Y CONTADOR DE IMAGEN ANULAR

La luz se propaga en el vacio a la velocidad ¢ y ninguna particula puede
alcanzar esta velocidadNo obstantesi es posible que una particula se
desplace en un medio transpnte con una velocidad v mayor que la de

la luz en ese medjauyo valor es ¢/n ( n es el indice de refraccién de ese
medio).

El experimento (Cherenkov en 1934) y la teoria (Tamm y Frank, 1937)
mostraron que una particula moviéndose a la velocidad v &m medio

T ., . C )
transparente con indice de refraccion n, S|endo>ﬁ, radia luz, llamada

radiacion de Cherenkov, enlas direcciones que forman con la

trayectoria de la particula un angulal = arcocosb—ln, siendob = %

1.- Considerar una particula moviéndose con una velocidad constante
c ; ] .
Y >ﬁen linea recta. La particula pasa por A en el tiempo t=0 y por B en

el tiempo 1.

q\

Dado que el problema posee simetria regpedel eje AB es suficiente
considerar los rayos de luz contenidos en el plano AB.
Para cualquier punto C situado entre Ay B, la particula emite una onda

deluz es#rica, la cual se propaga a la velocida% Definimos el frene

de onda para un determinado tiempo t como la envolvente de todas las
esferas
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1.1- Determinar el frente de onda al tiempg y dibujar su interseccion
con el plano que contiene la trayectoria de la particula

En la figura 1 consideramos como origent@kmpos cuando la particula emite &rz
B, por tantg no ha dado tiempo a propagarse la onda y en la figura 1 aparece como un
punto. Cuando la particula paso por el punto A emiti6 una onda esférica que lleva

, . . .. .C
propagandose en el medio un tiempoan unavelocidad— <v.
n

De la figura 1 se deduce queB =vt;, y AC :Et1 =c’t,
n

v es la velocidad de la particula y ¢ la de la luz cumpliéndose que v>c’. De las
expresiones anteriores se deduce:

AC=AB('§\7

Para hacer el dibujo débura 1 se ha supuesto qb?e:% Y AC :%AB. Se traza
v

una circunferencia de radio AC en el plano que contiene ABC. Cuando la particula se
encuentra en Ael radio de la circunferencia es la mitad deBAy el mismo
razonamiento vale paraA, y los demas puntos. La envolvente de todas las
circunferencias son dos rectas que forma un arjgelon la linea AB. En el espacio es

un cono con vértice en B.

Dado que el triangulo ACB es recto en C se deduce qquej son angulos
complementarios.

Fig.1



