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XL.- OLIMPIADA INTERNACIONAL DE FiSICA. MEXICO. 20(®

PROBLEMA 1
EVOLUCION DEL SISTEMA TIERRA-LUNA

Los cientificos pueden determinar la distancia entre la Tierra y la Luna
con gran precision. Esto se hace enviando un haz de luz laser hacia unos
espejos depositados en la superficie de la Luna por unos astronautas en
1969. Para #o se mide el tiempo del recorrido de la luz.

Fig.1.- Un haz de laser enviado desde un laboratorio se utiliza para medir con
exactitud la distancia entre la Tierra y la Luna

A partir de estas observaciones han determinado que la Lunale@a
lentamente de la Tierra. Este@s que la distancia TierraLuna aumenta

con el paso del tiempo. La causa se debe a que los momentos de las
mareas en la Tierra transfieren momento angular a la Lurgeer figura

2).

En este problema obtendra los parametros basidel fenomeno.



Fig.2

La gravedad | unar produce Aftausau¢ld ratanibre nt os 0
de la Tierra la linea que une losabultamientos no esta alinead&on la linea que

une la Tierra con la Luna. Este hecho produce un momento que transfiere

momento angular desde la rotacién terrestre a la #slacion lunar.

1.-Conservacion del momento anqular

Se designa con L el momento angular del sistema Tierlauna. Se
hacen las siguientes suposiciones:

) L, es la suma de la rotacion de la Tierra alrededde su eje y la
traslacion de la Luna alrededor de la Tierra.

i) La orbita de la Luna es circular y puede considerarse como una
masa puntual

iii)  Los ejes de rotacion de la Tierrade revolucion de la Luna son
paralelos.

iIv)  Con la finalidad de simpficar los cdculos los movimientos se
realizan respecto del centro de la Tierra no del centro de
masas.Ademas los momentos de inercia, los momentos de las
fuerzas y los momentos angulares estan definidos alrededor del
eje terrestre.

v)  Se desprecia la influencia deldb

1a) Escribir la ecuacion del momento angular actual del sistema Tierra
Luna con la siguiente notaciontg momento de inercia de la Tierras,
frecuencia angular de rotacion actual de la Tierrayd momento de
inercia actual de la Luna respecto deje de la Tierra,us, frecuencia
angular actual de la Luna en su orbita.
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Teniendo en cuenta la suposicioria)contribucion de la Tierra e$.¥ ., .Para calcular

la contribucion de la Luna recordemos que el médulo del momento es ettprddua
cantidad de movimiento de la luna por la distancia al eje de la Tierra

Masa de la Luna *velocidad*distancialLEM*v*D=M* W*D*D=MD *wW w1 W
Li=le¥e t ¥ (1)

El proceso de transferencia angulafinalizara cuando el periodo de
rotacion de la Tierra y el periodo de revolucion de la Luna alrededor de
la Tierra tengan la misma duracion. Al llegar este momento los
abultamientos producidos por la Lunsobre la Tiera estard alineados
con el eje que une la Tierra y la Lung el momentalesaparecera.

1b) Sea L el momento angular final del sistema Tiertauna. Con las

mismas suposiciones anteriores escribir la ecuacion de lcon la

notacion: I momento de inercia de la Tierrams frecuencia angular de
la Tierra y de revoluciéon déa Luna, Iy, momento de inercia final de la
Luna

Siguiendo a la ecuacion (1) L, =1, ,,¥, (2)

1c) Despreciando la contribucién de la rotacion de la Tierra al momento
angular final, escribir la ecuacidén que exprese la conservacion angular
en este problema.

Igualando la ecuacion (1) y (2) y despreciando en esta Ultima el térping resulta:

I_1: IE’I"El-'-lMl')er = IMZ.X‘Z ( 3 )

2.-Separacion final y frecuenga angular final del sistema TierraLuna

Supongaque la ecuacién gravitaciongbara una Orbita circular( la de la
Luna alrededor de la Tierrags siempre valida. Desprecie la contribucion
de la rotacion de la Tierra al momento angular final.

2a) Escribala ecuacion gravitacional para la orbita de la Luna alrededor
de la Tierra en el estado final en funcién degV ws , D, distancia final
Tierra-Luna y la constante de gravitacion universal G.

La fuerza centripeta que actua sobre la Luna es la fuerza de atraccion gravitatoria entre
la Luna y la Tierra



Y ¥iD)=GM, (4)

2b) Escriba la ecuacion de la separacidmal D, entre la Tierra y la
Luna en funciéon de L., Mg, My y la constante de gravitacion universal
G.

En la ecuacion (3) sustituimas de la ecuacion (4)

GM.

_ e GMe _MD;GM
D3
2

L,=1,,0 L% =
1 M2 1 Dg Dg

2¢) Escribala ecuacion para la frecuencia angular finahs en funcion de
L]_, ME, MM Yy G.

Sustituimos R de la ecuacién (5) en la (4).
_|G*My, MY GPM M2
- 6 - 3 (6)
Ll Ll

Después debera calcular los valores numéricos deyws, pero antes
debe deducir el momento de inercia de la Tierra.

2d) Escriba la ecuacion del momemtde inercia de la Tierra 4,
suponiendo que es una esfera con densidad intempidesde el centro
hasta un radior; y una capa exterior de densidad, desde el radio;r
hasta la superficie de radig,( ver figura 3)

Fig.3

La Tierra es una esfera codos densidadsriyr,
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Recordemos la ecuacion admbmento de inercia de una esfesrmRZ

Esfera interior

Zmirizzgvdlrizzgo'4 r|34|r|2:§’1iri5
5 5 53 15
Capa superior
2 ,» 2 2.4, 5 2.4, - 8. 5 5
=V, r V =S -0y 1P =— ry-r
5 TJ‘OO J’ 53 J’OO 53 J‘OI 15 :I'O(O I)

IE_1_5 [} (r - )] 1—5'[10r§+ri5(4i'lo)] (7)

Determinar los valores numéricos requeridos expresados con dos cigfras
significativas

2e) Evaluar el momento de inercia de la Tierra, siendo:

}, =1,3.10kgbn™ 31, =3,5.16m;y 4 =4,0.1Ckgdn 3yry =6,4.160m

BE 125’ [4,0.10"’ d6.4.10) +(35.10) ,9.10‘] v

| =8,0.16" kg Gn?

If%’[;orf

Las masas de la Tierra y de la Luna sone6,0.16* kg y My= 7,3.16°
kg, respectivamente. La separacion actual entre la Tierra yLlana
D,=3,8.10 m. La frecuencia angular de rotacion actual de la Tierra
ne,=7,3.10° st. La frecuencia angular actual de la rotacion de la Luna
alrededor de la Tierramy,=2,7.10° s? y la constante de Gravitacion
universal G=6,7.18' m*kg™ s?.

2f ) Evaluar el momento angular total del sistema.L

Ecuacion (1)
L= 1%, + ¥y, =8,0.167 (7,3.10° +7,3.10%(3,8.16 ] (2,7.10° =
L, =3,4.10%kgm?s™

2g ) Encontrar la separacion final D en metros y en unidades de la
separaciéon actual

Ecuacion (5)



2 (3.4.10°
GM} M 6,7.10" 7,3.162) 5,0.16"

5410 _

D, = - -
z 3,8.1¢

=54.10m Y D, 1,4
Dl

2h) Encontrar la frecuencia angularfinal us y la duracion del dia final
en unidades del dia actual

v, =% 'Vl'_zln me _ (6.7.20"f 27;13'1;22;23(6’0-100'4)2 =16.10°s* Y
T= 2—O1— ° 46dias
¥, 86400

Verificar que la suposicion de no considerar la contribucién de la Tierra
al momento angular final est justificada obteniendo que la relacion
entre el momento angular finade la Tierra al de la Luna es una
cantidad pequenia.

ey, 8,0.1G" _ 8,0.1G"
X= | - 2 Ay 2
w¥, MyD; 731C¢ @,4.103)

=0,0038

3.-¢Cuanto se separa la Luna cada ano?

Ahora debe encontrar cuanto se separa la Luna de la Tierra cada afio.
Para ello necesitar conocer el momento que actia ahora sobre laal.un
Se supone que los abultamientos se pueden aproximar por dos masas
puntuales ,cada una de valor m, localizadas en la superficie de la
Tierra( ver figura 4). Sea g el angulo entre la linea que une los
abultamientos y la que une el centro de la Tierra con el centro de la
Luna.

MO()[]'S
- Motion
/ /// \ = :
/ ro .\_ Tt s :
f °, : o E
r Vb " .
; 3 e R R e
~ : : - :
\ ,"/ a‘ S
//.. 5 i__— B T
m \.\ 5 /d
- DRSS, /
—— Earth's
Rotation

Fig.4
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Esquema valido para calcular el momento producido sobre la Luna por las masas
m situadas sobre la Tierra. El dibujo no esta hecho a esde.

3a) Encontrar K, el modulo de la fuerza producido sobre la Luna por la
masa puntual mas cercana

Moon's
Vi e Motion
T2

Earth's —_
Rotation m [ = XF

Fig.5

En la figura5, Fc representa la fuerza de atraccion gravitatoria entre la Luna lyam
distancia x se obtienaplicando el teorema del cosen? +D? - 2r,D,cos{

G M, m
X2 r? +D? - 2r,D,cod

(8)

3b) Encontrar K, el modulo de la fuerza producido sobre la Luna por la
masa puntual mas lejana.

M, m _ M, m M, m

Ff :G 2 2 2 - :G 2 2
X; r, +D; - 2r,D,codi ry, +D; +2r,D,cod

(9)

Ahora puede evaluar los momentos producidos por las masas puntuales

3c) Encontrar el modulo déc, que es el momento producido por la masa
mas cercana.

Observando lafigura 5 se deduce quecRiene una componente vertical dirigida en el
movimiento de la Lunde moédulo E senb.

U =F.serb®,



En el trianglo O m¢ L aplicamos el teorema de los senos

send _ senb Vv serp= r, send
Xc fo Jrz+D?- 2r,D, cosd
" Ny M, mD . r D .
(L =F.serbD, =G MuMDy 5 foserdD, v
f; +D; - 2r,Dicosd  [r2+ D2 - 2r, D,cosd
v oG- GM,,mr, D, send _ (10

(ro2 +D? - 2r, chosu’)E

3d) Encontrarel modulo def;, que es el momento producido por la masa
mas lejana.

Observando lafigura 4 se deduce que fiene una componente vertical didg en el
movimiento de la Luna (sentido contrario a la anterior) de moduerte.

U =F sene(®,

En el trianguldO my L aplicamos el teorema de los senos

send _sene r, send r, send
=—— Y sene= =
X o JrZ+D? +2r,D,cosd  +r2+D?+2r,D, cosd

M, mD, S r,sendD,
o +D; +2r,D,cosd _[r2 + D2 + 2r, D,cosd
GM,,mr, D, send

U =F sene®, =G Y

Y (=

(11)

3

(ro2 +D? +2r, chosd)5

3e) Encontrar el médulo del momentotal £ producido por las dos
masas. Puesto que<s<D, debe aproximar su expresiéon y ademas
utilizar la relacion (1+ x)2 © 1+ax, si x<<1.

Como las fuerzas en el sentido del movimiento de la Luna tienen direcciones opuestas
lo mismo ocurrird ean susmomentos.

by

g 1 1
U=0-0 :GMMmroDlsend‘g -

é(ro2 +D? - 2rOchosor)g (ro2 +D? + 2rochosd)

2

u
3y
&l

Teniendo en cuenta que < <D, , hacemos la aproximacion  r? +D? ° D?
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hY

¢ 1 1 g
U=0.-4 :GMMmroDlsendg - 33\'(
é(Df - 2rOchosd)5 (D2 +2r,D cosd)5 0
o e 1 1 g
Y U=GM,,mr,D, send® . Uy
S(D (D, - 2r.cosd)):  (D,(D, +2r,cosd))>
_ . GM,mr,D,send® 1 1 g
Y U= 5 - U
D;? €D, - 2r cosd)’ (D, +2r,cosd)2 ¢
Los términos
.3 3 3
1 _ D,? o D,? D,?2
3 3 rcosd . ,3rcosd
(D,- 2rcosd)2 & & 2r cosdaw? Seat 1- 6
§+£ OD 88 2 D, D,
¢ C 1 F
3 E
1 , D? 2
3
(D, +2r,cosd)z 1+ 2 ooosd &
1
Los llevamos 4.
3 e (4]
> € u
(= GM,,mr,D, send(® 2e 1 ] 1 d
Dg gl 3, cosd 1+ 3r,cosd i
- U
' é D, D,
,a 6rcosd @
. - & O
f_GMMerDlsendCDlzae D, 0
- 3 & 2 0]
3 9r? cos’d
D12 g'- D2 8
¢ rF
En la ultima ecuacion
1 or? cgszdo 1
Dl

Finalmente el momento vale

_ 6GM,,mr’serdcosd _ 3GM,, mr’sen2d
B D3 B D3
1 1

3f) Calcule el valor numérico del momento totdl tomandog =3° y
m=3,6.10° kg (observe que esta masa es del ordefi 46 la masa de la
Tierra)
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- 3GM, mr’sen2d _ 3(5,7.10" ¢¥,3.107 (3,6.10° §6,4.16 |’ Genp?

U D = ), =4,1.10°Nm

3g) Puesto que el momento esta relacionadon el momento angular,
calcular el aumento de la distancia TierrAuna a lo largo de un afo.
Expresar el momento angular de la Luna en funcién dgyM Mg , Dy, y
G.

Igualamos Iduerza centripeta actual con la fuerza de atraccion gravitatoria

M:-M . GM
M, ¥:D, =G Ele Y ¥i= DfE
El momento angular actual de la Luna es:
LM=MMVLD1=MM(Y1D1)C]D1=MMD]2. G—IvjlgE:MM G'\/IEDl
1
1

rr . > . 1 . ’
= GMEdj%:MM,/GMEG’ZE(Dl)'zéj% Y

do, 20/D, = 2@®,1.10°Q/38.10

= = =1,09.10° mporcadasegundc
d  M,,/GM. 7,3.10%@6,7.10" B.10%

Al cabo de un afo
p D= 1,09.10° 365@6400= 0,034m = 3,4cm

Finalmente determinar el aumdon que experimenta un dia cuando
transcurre un afo.

3h) Encontrar la disminucion deng; por afio y el alargamiento de un dia
actual cuando transcurre un ano

En el apartado 3g se deduce que la Luna se aleja de la Tierra cada afio aumentando su
momento angdar, como en el sistema Tiertaina el momento debe conservarse, es
necesario que la Tierra pierda momento angular.

g 6
U=- %(l )= Fay e U_ 4,1.16 =.42102 Y

dt dt I éc@,o.m?“ d6.4.10)

%, =-4210 % 365@6400=-1,3.10"s™*
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; dy d&2 o da .1 dT,
Us-lp—E=-1_— & — 8= -2 |E1—£_ 8 2 1, O-EFY
dt dt &g, 2 dt&r, Y T2 dt
dT, _ Org, _ O _ 4,1.10°¢243600° _E 10
dt 21, '

74 11§MErO2 2 C%CE,O.lG“CéGA.lOa)Z

T, =5,0.10"° 365@6400=1,6.10°s

¢..Donde va la energia?

En contrastecon el momento angular quse conserva, la energia total
del sistema (rotacional mas gravitacional) no lo hace.

4a) Escribir la ecuacion de la energia total E en funcion de WE1, My,
ME, Dly G.

MM 1 1 MM 1 1
- ) . +§|E721+§|M751='G El M +§|ET21+EMMD]2_¥§/I1

E=-G

Igualamos la fuerza centripeta de la Luna con la fuerza de atraccion gravitatoria

MM ¢ GM
MMYﬁIlDlzG EzM Y ﬁ/u: 3E
1 Dl
MM M MM
E=-GRE 4+ 2oL, + SM,, D) e =- GRE 2 v,
1 1 1

4b) Escribir la ecuaciénpara el cambiode E en funcién de los cambios
en D; y ug,. Calcular el valor numérico del cambio de EE, a lo largo
de un afio, utilizando los valores de los cambios dey [, obtenidos en
los apartados 3g y 3h.

dE_ MM, dd18 1 d GM.M,, dD oy
—.gMeMm B8 B2 9 (y2)= eVvim YUY E1
dt 2D, dté%lg 2 Edt( ) 2D? dt  °F dt
11 4 2
dE _6,7.107®016° T 3107 4 16, 26 0.16%(6,4.10 ] 7,3.10° ¢ 4,2.107)
dt 2(3,8.10) 5

dE
dt

=0,11.16%- 30162--29162‘]

pE=-2,9.10% 365(86400= - 9,1.1G°J
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Comprobar que est pérdida de energia esta de acuerdo con una
estimacion de la energia, en forma de calor, en las mareas producidas
por la Luna sobre la TierraSe supone que la elevacion promedio de las
mareas es de 0,5 m sobre una capa de agua de profundidad h=0,5 m que
cubre de forma uniforme toda la superficie de la Tierra (esto &
simplificacion del problema). Las mareas ocurren dos veces cada dia.
Ademas se supone que el 10% de la energia gravitacional se disipa en
forma de calor cuando el nivel de la marea desule.

Densidad del agua =10°kg m®g =9,8 m &.

4c) ¢, Cudl es la masa de la capa de agua?

El volumen del agua eg =4 ’h

La masa de aguaM .=V} =4 r’hy =4’ C66,4.1(?)2 @®,500° =2,6.10" kg

agua

4d) Calcula la energia disipada en un afio. Compare el valor encontrado
con la energia perdida por afio por el sistema actual Tiekana.

Energia potencial adquirida por el agua en la pleamar

E=M,,0h=2,6.16" ®,8M,5Q365=9,3.10.16°J

agu
El 10% de la energia anterior aparece en forma de calor.

E o =9,3.10°J

calor
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PROBLEMA 2

ENFRIAMIENTO CON LASER Y MELAZA OPTICA

El objetivo de este problema es desarrollar un teoria sencilla para
entendereldenmi nado Aenf r i ameileanztao. Ellf@ghai ecracd vy
es el enfriamiento de uhaz de atomos neutros, en general alcakn@or

haces de laser con la misma frecuenciasto forma parte del premio

Nobel de Fisica otorgado a S. Chu, P. Phillips y C. Coklleannoudji en

1997.

La imagen supeor muestra un atomo de sodida(mancha brillante del

centro) atrapada en la inteexcion de tres pares de lassrortogonales
opuestos. La regi-n de confinamiento
causa de que la fuerza Optica disipativa se parece al rozamiento viscoso

de un cuerpo gue se mueva a través de una melaza.

En este problema anaard los fundamentos del fendmeno de la
interaccion entre un fotdon incidente sobre un atomo y las bases del
mecanismo disipativo en una dimension.

Parte | .-Fundamento basico del enfriamiento por laser

Considerar un atomo de masa m desplazandose p@jeek positivo con

una velocidad vPor sencillez, solamente consideramos el problema en
una dimenson, ignoramos las direcciones yz (ver figura 1). El &tomo
posee dos niveles de energia, el estado mas bajo se considera con valor

cero y el estado exeido con energiahy g, siendo h :21,. El atomo se

encuentra inicialmente en su estado mas bajo de energia.

Un haz de laser con frecuenciag en el laboratorio moviéndose en
direccionix incide sobre un atomo. El laserescompone de un gran
namero de fotones de energiiy, y momento- lhq. Un atomo absorbe
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un fotdn y después lo emite de forma espontanea; esta emisién ocurre

con la misma probabilidad en el sentido +x gire

Dado queel atomo se desplaza con velocidad no relativista v/c<<1,

emplear solamente los términos de grado 1 para esta cantidad.
. ., )] D g

Considerar también quem—c\‘/< <4, esto significa que el momento del

atomoes mucho mayor que el momento de un Unico fatd

Fig.1.- Esquema de un atomo de masa m con velocidad v en sentido +x
colisionando con un foton de energidhy, y momento- thq. El atomo posee dos

niveles de energia con una diferencia entre ellos d&¥ 5.

Suponer que la frecuencia del lasex es sintonizada de modo que vista
desde el atomo en movimiento esté en resonancia con la transicion
interna del atomo.

1.-Absorcion

la) Escribir la condicion de resonancia para la absorcion del foton.

La condicion de resonancia supone que la fredaedel foton vista desde el atomo en
movimiento sea igual av,. Nos encontramos en kituacion de que el observader
acerca a la fuente y el efecto Doppler relativista es:



