3.4. SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS (1)

3.4.1.* Respecto del sistema de referencia del centro de masas (S.R.C.M.) podemos decir que

a) ESINERCIAL EN LOS SISTEMAS AISLADOS

b) EL ORIGEN DEL S.R.C.M. ESEL CENTRO DE MASAS DEL SISTEMA

¢) EN MUCHOS SISTEMAS EL CENTRO DE MASAS Y EL CENTRO DE GRAVEDAD
COINCIDEN

d) EN UN SISTEMA DE PARTICULAS DISCRETAS EL ORIGEN DEL SR.C.M. ESTA
NECESARIAMENTE LOCALIZADO SOBRE UNA DE LAS PARTICULAS

e) EL SISTEMA DE REFERENCIA DEL LABORATORIO (S.R.L.) ESEL MISMO QUE EL SR.C.M.
SOL:

Un sistema aislado no sufre interaccién con las fuerzas exteriores y en este caso se comporta como un sistemainercial.

En un sistema sometido a un campo gravitatorio uniforme en todo é, €l centro de masasy e de gravedad coinciden

Para los sistemas de particulas discretas el centro de masas puede estar fuera de las particulas, por gemplo en un sistema
formado por dos particulas el centro de masas esta fuerade ellas, en un punto de lalinearecta que une ambas particulas

El sistema de referencia del laboratorio es un sistemainercial diferente ddd SRCM. El origen del SRCM se localiza respecto de
un SRL mediante el vector r¢y cuya expresion matematica es

En donde m; eslamasa de la particulai-ésima.
Delo expuesto se deduce que ab y c son ciertasy falsasdy e.

3.4.2. Lacantidad de movimiento de un sistema de particulas referido al sistemadel centro de masas es.

a My, , SSENDO M LA MASA DEL SISTEMA Y V., SU VELOCIDAD EN UN SISTEMA DE

REFERENCIA DE LABORATORIO
b) LA MISMA QUE S| SE TOMA COMO REFERENCIA UN SISTEMA INERCIAL CUALQUIERA
c) NULA

d) VARIA CON EL TIEMPO
SOL:

El sistema de referencia del centro de masas es Util en
e estudio del sistema porque, entre otras propiedades,
la cantidad de movimiento del sistema respecto de él es Yi —
nula. Veamos por qué ' : g |

Delafigura se deduce que
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3.4.3. El sistema de referencia del centro de masas suele denominarse a veces, sistema de momento lineal

nulo, esto se debe aque en él:

a) LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO DE CADA UNO LOS PUNTOS MATERIALES ES SIEMPRE
0

b) TODOS LOS PUNTOS MATERIALES REFERIDOS ESTAN EN REPOSO

¢c) TODOSLOS PUNTOS MATERIALES TIENEN IGUAL MOMENTO LINEAL

d) LA SUMA DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO DE TODOS LOS PUNTOS ESNULA

€) TODOS LOS PUNTOS MATERIALES TIENEN LA MISMA MASA

SOL:

La cantidad de movimiento fue enunciada por Descartes en 1644, llamada por Newton, momentum en 1686 y posteriormente
denominada momento lineal para diferenciarla del momento angular,e incluso impetu, por ello s e S.R.C.M. tiene una
cantidad de movimiento nula, justificado en la cuestion anterior, también podra denominarse sistema de momento lineal nulo.
Por ello la Unicarespuesta correctaes lad.

3.4.4. * Las magnitudes fisicas relativas a un sistema de puntos materiales que tienen el mismo valor
cuando se miden desde un sistema de referencia de laboratorio o desde un sistema de referencia del centro
de masas pueden ser:

a) LA MASA DE LOSPUNTOS MATERIALES

b) LA DISTANCIA DE CADA PARTICULA AL ORIGEN DE CUALQUIER SISTEMA

c¢) LASFUERZAS QUE ACTUEN EXTERNAMENTE

d) LA VELOCIDAD CON QUE SE DESPLAZAN

€) LA ENERGIA CINETICA

SOL:

Parece evidente que la masa de cada punto material, y por lo tanto la de todo € sistema de puntos materiales, es una magnitud,
gue en mecanica no relativista, permanecerd constante independientemente del sistema de referencia tomado. Si sobre dos
puntos materiales actlian fuerzas exteriores, estas fuerzas seran independientes del sistema, siendo variables con € tiempo las
posiciones, y por lo tanto las velocidades de |os puntos materiales y 16gicamente sus energias cinéticas. De todo esto se deduce
gue las Unicas propuestas correctas seran laay lac.

3.4.5. * El sistema de referencia del centro de masas es un sistema de referencia interno de un sistema de

particulas que permite justificar acciones interiores que serian inobservables en un sistema de referencia

de laboratorio. Sin embargo en un sistema de particulas multiples en estado de movimiento, e centro de

masas con toda la masa del sistema situadaen é:

a) TIENE SIEMPRE UN MODULO DE LA VELOCIDAD MENOR QUE CUALQUIER PARTICULA,
EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LABORATORIO

b) TIENE SIEMPRE UN MODULO DE LA VELOCIDAD MENOR QUE CUALQUIER PARTICULA
CUANDO SE FIJA EN EL SR.C.M.

¢) SU VELOCIDAD, MEDIDA EN UN S.R.L., MULTIPLICADA POR LA MASA DEL SISTEMA
NOSMIDE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO.

d) PERMANECE SIEMPRE EN REPOSO SEA CUAL SEA EL SISTEMA DE REFERENCIA

SOL:

La velocidad del centro de masas de un sistema de puntos materiales referido al SRCM es 0, en consecuencia, cualquier
particula tendra un médulo de su velocidad mayor que la del centro de masas, tal como se dice en b . Sin embargo si no se
centrase en €, e sistema de referencia, o sea en € sistema de referencia de laboratorio, no se podra asegurar que tenga
velocidad con modulo menor que cualquier otra particula de su sistema, como sugiere a.

La cantidad de movimiento de un sistema de particul as respecto de un SRL es aditivo, esto significa que

IT)=ZI5i
Por otra parte
dr,
- = = m —t - -
r _2m SOy 1 ,dZmin _Z Cdt _2MVi _ P =p5=(3m)
c™M T - 'cM T - - - - i/'CM
> m, dt > m, dt > m, d>Ymo >m, '
Laopcion ¢) escierta.
Delo anterior se deduce que elegido un SRL adecuado lavelocidad no es mulay por tanto laopcion d) esincorrecta.
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3.4.6. S dos puntos materiales A y B, se mueven por e ge X, de

laboratorio, en su sentido positivo, B con doble velocidad que A, que asu

vez, tiene doble masa que B, en € sistema de referencia del centro de

masas.

a) A'Y B TENDRIAN IGUAL VELOCIDAD

b) B TENDRIA DOBLE VELOCIDAD QUE A

¢) B TENDRIA DOBLE VELOCIDAD QUE A PERO CON SENTIDO
CONTRARIO

d) A CAMBIARIA DE SENTIDO SU VELOCIDAD

e A TENDRIA DOBLE VELOCIDAD QUEB
SOL:
Supuesto A de masa 2m, con velocidad vi, en SR.L. y B, con masamy velocidad 2vi.

. o myV,+mgVy  2mvi +m2vi 4y
En estesistemadereferencia v, =—24~—B8 = =]

m, + Mg 3m 3
Como 7, =T, — Ty s g =T —Toy YV = (iirt Vo=V —Vey Y Vg =Vg —Vey Y
por lo tanto en un SR.C.M, v, :Vi"_i:;/i" :_%i", V, = 2vi _i;/? 2V . LaUnica

respuesta correctaeslad.

3.4.7.* Cuando un sistema de particulas esta constituido por sélo dos, A
y B, es muy conveniente emplear el concepto de masa reducida x , esto

es, e producto de sus masas dividido por lasumade ellas, y considerarlo
como s se tratara de una sola particula, que se moviera con la velocidad
relativa de una particula respecto ala otra. Usando estos términos, podras
asegurar que en e sistemade referencia del centro de masas:

a m \7 = (\7 B) b) mgVg :ﬂ(_.B _VA)
c m \7 = (\7 ) d) mgVg :ﬂ(_.B +\7A)
&) MV, +mgVy = (Y, — Vg )+ p(Vy —V,)
SOL:
_ m,V, + mgV, .
Teniendo en cuentade queV,,, = —2—=2-2 'y considerando que:
m, + Mg
. _omyV,+mgV e o mV,+mpV,
V, =V, -V =Vy,———————— Yy Vg =V, =V, =V ———————
A A CM A mA+mB B B CM B mA+mB

Las cantidades de movimiento respectivas en el sistema de referencia del centro de
masas, seran:

|

2= — — —

e . _ m,v, +m,m.v m,my(v, —V i _
MaVy =MV, =MV =MV, - —-2—2F2 = —4 B(A B):;U(V _V)
m, + Mg m, + Mg
2= — — —
MgV + MMV — mAmB(VB _VA) — ,u(\7 v )

m, +m; m, +m, °A
Por lo tanto las propuestas a y b, son correctas, no siéndolo la ¢ y d. Igualmente
también es correctala e, demostrandose ademas que dicho sumatorio es nulo.

MgV = vaB —MgVey = MgV —
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3.4.8. * Dos particulas A y B, de masas 2m y 3m, se encuentran en un
sistema de referencia de laboratorio en los puntos respectivos (2,2) y
(8,2) en m. Comienzan a moverse con velocidades 3i y 2i m/s. Si
situdramos un observador en el centro de masas del sistema diria que:

a) A ESTA A UNA DISTANCIA DE 3,6m DE EL

b) EL VECTOR DE POSICION DE B RESPECTO DEL

»X OBSERVADOR ES: F, =-2,4i m

c) B SE ACERCARIA A EL

d A SE ALEJARIA DE EL CON UNA VELOCIDAD DE %ms*l
SOL:

Enel SR.L.:

- m,F, + Mgl _ 2m.(21 +2j)+3m.(8i +2j) _ 28i +2]m
m, +mg 2m+3m 5

Como r,=T F=F, T,

=T, — Iy,
F, = (27 +2f) (28' J 18'——36|m

(8| +21) (2? +2}j=%:2,47 m, posicionesiniciales respectivasde A y

B, ene S.R.C.M. a situarse un observador en el origen del S.R.C.M. consideraria que
A, estarespecto aél aunadistancia ‘&‘ = ‘F,;‘ =36m.

Al comenzar a moverse con velocidades 31 y 21 en e sistema de referencia de
- myV,+mgVy  2m3i +3m.2i 120 el

laboratorio: Vi, =

m, +mg sm 5
I O T T i 2 2,
V,=V, -V, =3 ———=—mS Vg =V —V, =2 - == =—"ms
A A CM 5 5 y B CM 5 5

Ello indicatanto A como B, se acercan a observador situado donde el origen.
Son correctas las propuestas ay ¢ .

3.4.9.* Lavelocidad relativa de una particula A, de masa 2M, respecto a

otra particula B de masa M, en el sistema de referencia del centro de

masa es.

a) SEMPRE MAYOR QUE LA RELATIVA EN EL SISTEMA DE
REFERENCIA DE LABORATORIO

b) IGUAL A LA RELATIVA EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE
LABORATORIO

¢) IGUAL EN MODULO A LA RELATIVA EN EL SISTEMA DE
REFERENCIA DE LABORATORIO, PERO TIENE SENTIDO
CONTRARIO

d) INDEPENDIENTE DE LA MASA DE LAS PARTICULAS

SOL:
Dado que los vectores de posicion en € sistema de referencia del centro de masas se
relacionan con los relativos a un sistema de laboratorio através de:

Aa=Ta—Tem YIg =1 —Toyw -

Restando ambas tendremos que F;\ — T, =T, — I, (1).Derivando respecto a tiempo la

o r _ _
expresion (1), Dado que V :c:j_t;VA_VB =V, —Vg (I1).

Por lo tanto la velocidad relativa es independiente del sistema, y por lo tanto igual ala
velocidad relativa en el sistema de referencia de laboratorio, y a no depender del vector
de posicién ni de lavelocidad del centro de masa, seraindependiente de las masas de las
particulas. Por lo tanto solo son correctas las propuestasb y d.
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3.4.10. Dos particulas de masas m;= 1kg y my= 3kg se desplazan
respecto a un sistema inercial con las velocidades vi= 4ti m/sy v,= 4t%
m/s. La velocidad de la particula 1, expresada en m/s, respecto a centro
de masas es:

a) i +3t?] b) T+3t?] C) —3ti —3t?] d) CERO
y ladelaparticula?2 es:

a)3ti+3t?] b) —ti +t] o) i +3°] d) CERO
Sol:

En la figura se tienen dos sistemas de referencia, uno inercial (X,Y), y otro ligado al
centro de masas de un sistema de particulas, T, es el vector que localiza unamasai del

sistema respecto del sistemainercial, Fl' localiza a esa particula desde el sistema centro

demasasy I, localizael centro de masas desde el sistema inercial. De la figura se
deduce que:
I, =T, +T,,,s defivamos, V, =

1
2 =V +Vey

<l

Andlogamente parala particula 2

Las Ultimas ecuaciones relacionan la velocidad medida desde el sistemainercial y desde
el sistema ligado a centro de masas. Vamos a calcular la velocidad del centro de masas
del sistema

_ IMYV,  my,+my, 14ti +3.4t%]
MM mg+m,

Aplicando larelacién (1):

V, =V, — Vg, = 4tT—(tT+3tzj):3tT—3tzj ms™* como indicaa.

=ti +3t?jms™

=V, —Vey = 4% — (tf + 3tzj): —ti +t2j ms™ , como se sugiere en b.

N -

3.4.11.* Tres particulas de masas A, B y C, de masas respectivas, m, 2m

y 3m, se encuentran en reposo, en un sistema de referencia de laboratorio

en los puntos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1). Sobre €ellas e independientemente

actlan las fuerzas exterioress F,=-2mi N, F,=-2mjN vy

F. =—-2mk N . De este sistema, cuyas magnitudes estdn medidas en el

S.1., podrés decir que:

a) SU CENTRO DE MASASNO SE MUEVE

b) EN EL SISTEMA DE REFERENCIA DE LABORATORIO, LA
VELOCIDAD DE A RESPECTO DE B, AL CABO DE 0,1s ES -
~0,2i +01] ms™

c¢) LA VELOCIDAD DE A EN EL SISTEMA DEL CENTRO DE
MASAS TIENE POR MODULO APROXIMADAMENTE 0,18 m/s

d) LA VELOCIDAD DE A RESPECTO A B AL CABODE 0,1sEN EL
SISTEMA DE REFERENCIA DEL CENTRO DE MASAS
ES-01 ms™

e) LA POSICI ON DE C RESPECTO AL CENTRO DE MASAS AL
CABO DE 1sES -017] + 0,4k m

SOL:
Los vectores de posicion de A,B y C, en € sistema de referencia de laboratorio son :

f,=1 ,fb=] yfi.=k ,yporiotanto:
FCM:mAFA+mBFB+mCFC=m.i+2m.j+3m.k=l+i+£m
m, + Mg +mg 6m 6 3 2



—2mi -2mj

a,=-2= =-2i ms2 gB:i: =-jms?
m m 2m 2m
éczi:—ka:—Zk ms-2
3m 3m
, - ~2k
) _mAaAerBaBerCéc_m.—2|+2m.—J+3m.—3 __E_i_hms*
M m, + Mg + M 6m 3 3 3

V,=-2it=-02 ms* ,V, =—]jt=-01] ms™ , Por lo tanto la velocidad de A

respectoaB: V,, =V, —V, =—0,2i + 01] ms™

Laopcion b) escierta

Lavelocidad del centro de masas del sistema en funcion del tiempo es

Vew = Vew . doyt= (_ 1 J _K} ms~* En consecuencia el centro de masas se
desplazay por tanto la opcién a) esfasa

Lavelocidad del centro de masas cuanto t=0,1 svale

Ty (t=015) = (— 0’;1 - O';‘ - Oék ] ms™*

En el sistemade referenciade c.d.m. v'a=Va-Veu= - 2ti - (- i/3 - j/3 -k/3)t.
Al cabo de0,1s:

K ~ - . 01. 01. O1-
V,(t=01s)=V,(t=01s) -V, (t=01s) =-0,2i —(——I -— ——kj
3 3 3

=-017i +0,033] + 0,033k ms™*

v o= J(C017)? + (0,033)? + (0033) ~ 028"
s
Laopcién c) es correcta.

V, (t=01s) =V, (t = 0s) - V¢, (t = 015) =—01] — (- 0,033 — 0,033] - 0,03% )=
=0,033 - 0,067] + 0,033k ms™

Lavelocidad de A respecto alade B enel SR.C.M.

Vjg(t = 01s) = vj(t = 01s) — vj(t = 01s) = —-017i +0,033] + 0,033k —

- 0,033 +0,067] — 0,033k = —0,20i +01]
Laopcion d) esincorrecta.

Laposicion de C respecto de SRCM

O o 12 1.2
e =Te — Ty :rc(t=0)+5act —Tem (t:0)+EaCMt
Cuandot=1s

. i 1 1 ~ 1 2k
rc(tzls)zrc(t=0)+zac—rCM(t=0)—EaCM =k+§ -— |-

3
i J kY 1 7 jJ k) 2« ¥ i jJ J kK kK 1. 1_
==+ |- -C =0+ +--——+—-=——=]j+-k=
6 3 2) 2\ 3 3 3 3 6 6 3 6 2 6 6 3
=-017] + 0,34k
Laopcién e) esfalsa
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3.4.12. Un sistema de tres particulas tienen respecto de su centro de
masas unas cantidades de movimiento que valen p, =8ikg.ms™,
p,=-2ikgms™y p,.Elvaor de p,, expresado en
kg.m.stes:
a) 61 b) -61 ) 2i d) -2i e) -8i
Sol:
La cantidad de movimiento de un sistema respecto de su centro de masas es nulo:
P+ P, + P =0; Py =-8 +2i =—6i kg.m.s™

3.4.13. En € sistema de la figura la masa m; es tres veces mayor que la
m;. La velocidad de la masa m;, expresada en m/s, respecto del sistema
del centro de masas vale al cabo de 5 segundos:

257 50‘-’ 75_"
a) — b) — c) — d) CERO
) ) 5 ) 5 )
y lade lamasamy:

20 - 40 - 50 -
a —— b) —— c) —— d) CERO
) 7] ) 7] ) . )
témese g=10ms™
SOL:
Calculamos el moédulo de lavelocidad de las masas del sistema:

_ (mp —my) g=2 ms2 V| = 9t - 25ms
(my +m,) 2 2

L as expresiones de los vectores velocidad de cada masa alos cinco segundos son:

V,=25]ms™, V,=-25jms™

y ladel centro de masas del sistema

my, +m,y¥, m25]+3m(-25]) 50

&

-1

v, = ms
M m, +m, 4m 4!

Si aplicamos larelacién de las velocidades en el SRCM
. - 50\~ 75+
V=V, =V =25] | ——|]=—7] ms
1 1 CM J ( 4)J 2 J
: - 50+ 50 -
V, =V, -V, =—25] | ——|]=——] ms™
2= V2= Vou J ( 4JJ 1 J

S6lo seran correctas por o tanto las propuestas c.

3.4.14. En €l gercicio anterior la cantidad de movimiento del sistema,
expresada en kg.m/s (tomando m;=1kg) respecto del sistemainercial de
referenciaes:
a —20j b) -30j] c) —40j  d) -50j] e) CERO
y la cantidad de movimiento del sistemaligado a centro de masas vale:
a -20] b)-30j c) -40] d) -50j e) CERO
mientras que la cantidad de movimiento de la masa m, respecto del
sistema del centro de masas es:

25 - 75 - 125 - 150 -
a) 2. b) . c) > ] d) > ) CERO
SOL:
La cantidad de movimiento respecto del sistema inercial @ es
my, + mv, =1.25j +3.—- 25] = -50] kg.ms ™' =
y respecto del sistema ligado al centro de masas es por propia definicién de centro de
masas cero, V. = % =0, lo cual puede comprobarse sustituyendo valores
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| snis’
' SKE  d¢ms’
S [ €TF
SIR.CIM.

4Kkg

. : 75 - -
myv,+my,=1—]+3.—— =0
171 272 2 J 4 J
La cantidad de movimiento de la masa m,, respecto del sistema ligado al centro de
N . 50). 75- .
masases. P, =M,V, =3, vy J :—71 kg.ms

Soluciones que corresponden alas propuestas d,e y b, de forma sucesiva.

3.4.15. Un sistema de particulas formado por tres de ellas tienen las
masas y velocidades expresadas en € dibujo respecto del sistema del
centro de masas, se deduce que la velocidad de la tercera particula,
expresada en m/s, respecto a sistema citado es:

9. 5. 9. 5.
a) —E|+ZJ b) EI_ZJ

9. 5.
c) ——i—— d) CERO
) 51— )

SOL:
La cantidad de movimiento respecto del sistema ligado a centro de masas es nulo,
luego:

9.

Bew = Py + P+ P3=0; Py =1-5J7+3.67+4.V=0;V=—§| —%ims‘l

Lapropuesta correctaeslac






