4.2. FUERZAS Y MOMENTOS EN DINAMICA DE ROTACION.
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4.2.1. El momento de inercia de un cilindro respecto del eje que
pasa por el centro de sus bases es mR* /2, siendo m su masa y R el
radio. Si se aplica un momento M a un cilindro de masa 0,5 kg y
radio 10 cm la aceleracion angular resultante es:

a) 4M b) 40M
¢) 400M d) 4000M
SOL:
De acuerdo con la formula fundamental de la Dinamica de rotacion,
2
M=Ia; M= mR” o o= M =400M . Es correcta la propuesta c.
2 2,5.107

4.2.2. Sobre una rueda de masa m concentrada en la periferia y
radio R, actian las fuerzas que se indican en el dibujo; la
aceleracion angular de la rueda es:

2F

1 b) =—

a) nula ) v

3F 4F

) R ) IR
SOL:

Aplicamos la formula fundamental de la Dindmica de rotacion, M= Ia. Siendo
M el médulo que resulta de sumar vectorialmente los momentos de las dos

fuerzas aplicadas, respecto del punto O. Como vectorialmente M =T XF,
ambos momentos tienen la misma direccion del eje y sentido hacia arriba, por lo
que modularmente:

M= R.F+%.2F =2RF
2F

El momento de inercia de la rueda esI = mR?; 2RF = mR’a; o0 = ——

mR

tal como se propone en b.

4.2.3. Sobre un mismo cilindro de masa M y radio R pueden actuar
o una fuerza constante de 10N o un peso de 10N, (cuya masa la
aproximamos a 10 kg) la relacién entre las aceleraciones en el
primer caso respecto del segundo es:

a)l b) 2 c)3
d) 1+20R/(Mg) e) 1+20/(gM)
SOL:

Para el primer caso el momento que produce la fuerza en el cilindro es 10R y de
acuerdo con la ecuacion fundamental de la Dindmica de rotacion, la aceleracion
10R

es: I0R=1¢g;; a; I

En el segundo caso el momento que produce la rotacion es T.R siendo T la tensiéon de la cuerda cuando el peso de 10 N
desciende. En la figura se han dibujado los diagramas de fuerzas y momento para el peso descendente y el cilindro. Las tres

ecuaciones son:

10

P-T=—a; RT=la,; a=a,R
TT g 2 2

T =10—2a2R ; que sustituida en la del medio
9

I 10

queda: 10R-—a,R* = la,
g



mg

2mg

I0R

oy, =—  Comparando las dos aceleraciones resulta:
10R*
I+
g
10R
o I 10R? 20 tal como dice e
—L= =1+ =1+—
o, 10R Ig Mg
2
I+ 10R
g

4.2.4. Por la garganta de una polea fija de radio R pasa una cuerda
de masa despreciable. De los extremos de la misma se cuelgan dos
cuerpos, uno de masa m y el otro 2m. La aceleracion con que se
desplazan los cuerpos es g/9, por lo que el momento de inercia de
la polea es:

a) 6mR* b) 14mR*  ¢) 16mR*>  d) 18m’

SOL:
La ecuacion de la masa m en su ascenso es T;- mg = ma (1) y la de la masa 2m

en su descenso es 2mg-T, = 2ma (2). Los momentos, M =T x T, que actiian
sobre la polea son en médulo M; = R.T; y My= R.T,, que tienen sentidos
contrarios, apuntando M; hacia el lector y M, en sentido opuesto, siendo el
momento resultante M =M,-M, (véase la figura).

La ecuacion que rige el movimiento de rotacion de la polea es:

M, =M =R, -T)=la (3)

La relacion entre las aceleraciones lineal y angular es a=aR (4). Se sustituye
(4) en la ecuacion (3) y se despejade (1) y (2) T,y Ty:

T;= ma+mg T,=2mg-2ma

En la ecuacion (3) se sustituyen los valores anteriores y se opera:

_ R(ng —2ma—ma— mg) _ ng2 —3maR?

I= =
a a
R
pero a= g/9, por lo que
2 gn2
2 > mgR”-3m=R
- mgR“ —3maR _ 2 — 6mR>
a



4.2.5. En el sistema de la figura, hay dos masas iguales m unidas
m por una cuerda que pasa por una polea, siendo M la masa de la
polea y R su radio. La aceleracion de la masa que cuelga es g/4,
por consiguiente el momento de inercia de la polea es:

m a)mR? b) 2mR? ¢) 3mR? d) 4mR*

SOL.:

La tension de la cuerda no es la misma a ambos lados de la polea
por no ser ésta de masa despreciable.

La ecuacion del movimiento para la masa horizontal es:

m _
T,=ma (1).
T2 T“.l
I Para la masa que desciende, mg-T;=ma (2).
T,
¢ Para la polea que da vueltas
T
stalle de m 1
mg ]_,)lell.t de Ia
- la polea Ml—MZ:R(Tl—Tz):Ia:E 3)
N g M
Si se despeja T, de la ecuacion (2) y T, de la (1) y se sustituyen en
M T, —— la tres, se obtiene.
. v R(mg—ma—ma):ng—ZRma:I%
mg puesto que a = g/4, resulta

ng—ZRm§ = lng =1-5 = 1=2mR>
4 2 4R

como se propone en b

4.2.6*. Una esfera de radio R rueda sin deslizar con ® constante,

por una mesa horizontal:

a) EL PUNTO EN CONTACTO CON EL SUELO NO TIENE
VELOCIDAD NULA

b) LA VELOCIDAD DEL CENTRO DE MASAS ES IGUAL A
LA ANGULAR POR EL RADIO.

c) EL PUNTO EN CONTACTO CON EL SUELO TIENE
ACELERACION TANGENCIAL.

d) EL PUNTO EN CONTACTO CON EL SUELO TIENE
ACELERACION NORMAL.

SOL:

Cuando hay rodadura el punto en contacto con el suelo no desliza y en
consecuencia su velocidad en todo instante es nula, v = 0. Como la velocidad de
cualquier punto de la esfera se puede considerar como la suma de la de traslacion
del centro de masas v,, mas la debida a la rotacion con velocidad o alrededor de
un eje que pasa por el centro de masas, v = @'R; resulta que

VzOz(VO—m-R); = v,=0'R

La velocidad del centro de masas es ahora igual a la angular por el radio.



F, =Psen0-H (1)
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m- N
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Por otra parte, el punto en contacto con el suelo tiene v =0 y en consecuencia, su

. . dv . . .,
aceleracion tangencial a, = I =0, también es nula, sin embargo, la aceleracion
t

normal vale a, = ®’Ryy al ser la velocidad angular ®, en cada instante, la

misma para todos los puntos de un sélido rigido, el punto en contacto con el
suelo si tiene aceleracion normal. Las soluciones correctas son la b) y la d).

4.2.7. Una varilla uniforme de masa M y longitud L estd pivotada
en uno de sus extremos y desde la posicidon indicada en la figura se
deja en libertad, cuando la varilla pasa por la posicion horizontal la
aceleracion angular es:

a) g/(2L) b) 3g/(2L) c) 5g/(2L)
d) 7g/(2L)
y las reacciones vertical y horizontal de la articulacion son:
e) Mg/4, 3Mg/4 f) Mg, Mg
g) Mg/4, Mg h) 3/4Mg, 1/8Mg
SOL:

Las fuerzas que acttan sobre la varilla son el peso y las reacciones en O. Se han
dibujado en dos posiciones, una por encima y otra por debajo de la horizontal.

F,=H-Psen0 (2)

\Psen 0

Cuando la varilla pase por la posicion horizontal actiian las fuerzas tal como
estan indicadas en la figura lateral de la izquierda: Los sentidos de las reacciones
se deducen de los graficos

Si consideramos a la articulacion O como centro de momentos, resulta que los de
V y H son nulos y el de Mg vale Mg.(L/2 ). De acuerdo con la ley fundamental

de la dinamica de rotacion; que en la posicion horizontal es:
L
Mg -—=la
2

El momento de inercia de la varilla respecto del extremo es seglin el teorema de
Steiner,

1 L 2 1
I=Igy +Md? =—ML? +M| = | =-ML?
12 2 3
2
por tanto: Mg%: la = MI; e ;o :z—i Como se propone en b.

En la posicion horizontal, la aceleracion tangencial del centro de masas tiene
direccion vertical y hacia abajo siendo:



20em

12em

M,g

3g(L) 3¢ 3Mg
agy =aR="2| —|==2; Mg-V =M.ag, =—
cM =& 2L[2) 1’ 9 cM 4

Mg
4

V=

Sobre el centro de masas de la varilla act@ia una fuerza centripeta que tiene la
direccion de ella y sentido hacia la articulacion O. En la posicion horizontal la
fuerza centripeta es proporcionada por la reaccion H y es la que permite el giro
de la varilla alrededor de la articulacion O, siendo su sentido contrario al que
aparece en el dibujo lateral. Para calcular la fuerza centripeta necesitamos
conocer la velocidad de rotacion de la varilla al pasar por la posicion indicada en
la figura y esto lo hallamos aplicando el principio de conservacion de la energia;

Energia potencial inicial= Energia cinética de rotacion

2( 3 2L

Recordando el valor de la fuerza centripeta:

2
Mg%sen30°:%la)2 :l{ML sz . dedonde v =39

2L\ 2 4
para las reacciones.

F. = Mw’R =M 3—g(£j = 3Mg , valores que corresponden a la propuesta a,

Por consiguiente el valor de H es las tres cuartas partes del peso de la varilla y
dicha fuerza tiene sentido contrario al representado en la figura lateral. Ademas el
valor de V es la cuarta parte del peso de modo que la respuesta correcta es la e.

4.2.8. Un sistema esta formado por una varilla delgada y uniforme
con una esfera en su extremo, tal como indica la figura. La masa de
la varilla es 2 kg y la de la esfera 10 kg. El sistema estd pivotado en
el extremo de la varilla. Cuando el sistema pasa por la posicion
horizontal posee una velocidad angular de 2 rad/s, por tanto, la
aceleracion angular de la varilla, expresada en rad/s” vale:

a) 39 b) 25 c) 17 d) 8

y las reacciones vertical y horizontal en la articulacion son:
e) 12,11 )20, 15 g) 15,15 h) 40, 16
SOL:

En la figura se representan las fuerzas que actian sobre el sistema cuando éste
ocupa la posicion horizontal. Tomando la articulacion como centro de
momentos:

M,gd, +M,gd, =la,d=0,10m, y d=0,20m+0,06m=0,26m

El momento de inercia del sistema es el de la varilla mas el de la esfera. El de la
varilla es un tercio de su masa por su longitud al cuadrado:

1 1
—M1(2d1)2 —~.2.0,22% = 0,0266kg.m>

3 3

y el de la esfera es de acuerdo con el teorema de Steiner:

2 2
“MyR% £ M,d3 =2 10-0,06% +10-0,26% = 0,690kg.m?
5 5

I=0,0266+0,690= 0,717 kg.m*

Volviendo a la primera ecuacion:



Wmgcosa=F,

mgseno

2-10-0,1+10-10-0,26 d )
a:Mlgd1+Mzgd2: ( ) :39&,comodlcea.

I 0,717 §2
Calculamos ahora la posicion del centro de masas del sistema respecto de la
articulacion:

Md; +M,d, _2:0.1+10-0.26
M| +M, 12

dey = =0,23m

La aceleracion lineal del centro de masas esta dirigida, en la posicion de la
figura, verticalmente hacia abajo y vale:

acy = adoy = 39.0,23=9 m/s’
Aplicando la ley fundamental de la Dinamica

M,g+Mg-V = (M, + M, Jagy =V =10-12-12-9=12N

La fuerza horizontal H es precisamente la fuerza centripeta y su sentido es el
contrario al del dibujo. Tomando del enunciado «® = 2 rad/s

_ _ 2 _ 2 -
H =F; =Mo"ds), =12.27.023= 11 N.

La segunda propuesta correcta es la e.

4.2.9.* Cuando un cuerpo de masa m rueda sin deslizar por un
plano inclinado @ grados, con el que tiene un coeficiente de

rozamiento K, podras decir que lo hace:

a) POR ACCION DEL CAMPO GRAVITATORIO

b) DEBIDO A LAS FUERZAS DE ROZAMIENTO

¢) A CONSECUENCIA DE LA REACCION QUE EJERCE EL
PLANO

d) PORQUE LAS FUERZAS DE ROZAMIENTO SON
MENORES QUE gmgcosa

SOL:

En el dibujo de la figura podremos observar las fuerzas que actiian sobre el
cuerpo capaz de rodar. Descomponemos el peso (accion del campo gravitatorio)
en una componente paralela al plano, mg sena y otra perpendicular mg cosa,
que actian en el c.d.m. Aparece la fuerza normal, de reaccidon N, que se opone a
mgcosa , de forma que Mgcosa — N =0,y la fuerza de rozamiento que en
la rodadura puede ir a favor o en contra de la traslacion del c¢.d.m. . Si el cuerpo
rueda sin deslizar, necesita de un momento respecto de su centro de masas,
M =RA IER , ¥ la tnica fuerza que lo va a producir, y que es responsable por lo
tanto del giro es la fuerza de rozamiento, dado que las otras pasan por el c.d.m..
El cuerpo para descender ha de girar en sentido horario y para ello Fr debe ir
hacia arriba, como se indica en la figura.

Cuando hay rodadura la fuerza de rozamiento vale, Fr<uN< # Mg Cos & . Si la

fuerza de rozamiento fuera FR = Mg Cosx, entonces se produciria el

deslizamiento y no la rodadura. Por lo tanto las soluciones correctas sonlaa: by
d.



4.2.10.* Euler supuso en 1760, que el movimiento de rodadura de
un solido por encima de una mesa, se podia descomponer en una
rotacion simple, en la que todos los puntos de la periferia tenian un
moédulo de la velocidad angular constante, y una traslacion en la
que todos los puntos tenian el mismo vector velocidad. Con esta
idea:
a) HABRA PUNTOS DE LA PERIFERIA CON VELOCIDAD 0
b) LA VELOCIDAD DEL CENTRO DE MASAS SIEMPRE ES
LA MISMA
c) LA VELOCIDAD DE UN PUNTO DE LA PERIFERIA
PUEDE SER EL DOBLE DE LA DEL CENTRO DE MASAS
d) LA TRAYECTORIA DE UN PUNTO DE LA PERIFERIA ES
UNA CIRCUNFERENCIA

SOL:
Como se observa en el dibujo, la rodadura (combinaciéon de
rotacion y traslacion, cuando se cumple que la velocidad del
punto en contacto con el suelo es nula) fue descompuesta por
Euler, en una rotacion pura con velocidad angular w = v/R, y
una traslacion pura de todos los puntos del cuerpo con la
velocidad del ¢,d,m, v de esa forma en la rodadura, la velocidad

deunpunto Pes,. V, =V+®XT . El punto de la periferia de

la parte mas alta N, figura inferior, tendra una velocidad de
moddulo vp=v+v =2v; el c.d.m. serd v, y el punto M en contacto
con el suelo vy =v -v=0

La trayectoria de un punto de la superficie corresponde a una
curva denominada cicloide.

I
L

t=0 En un instante t

Asi si tomamos un sistema de referencia relativo centrado en el
centro de masas S', cuyo origen en el instante inicial (t=0) tiene un

vector de posicion T, =R |, respecto a un sistema absoluto S, y

éste sistema S’ se traslada con velocidad Vg, 1 .respecto de S.
2R En un instante posterior t, véase la figura, un punto P tiene un

Cicloide.- Trayectoria descrita por un punto de
la periferia de un disco, que rueda por un suelo

rugoso a velocidad angular constante.

vector de posicion respecto de los ejes S” en el c.d.m. que vale
I'=Rsenwt i + R cosmt j,y respecto de los ejes fijos en S

F=veytl+T) +1'=(Vey t+Rsenot) i +R(1+cosot) j.Como

un vector de posicion en coordenadas cartesianas es T=xi+yj,
identificando las ecuaciones paramétricas de la trayectoria son:
X=Vcy t+Rsenwt  y=R(l+coswt), corresponde a dicha
curva, la cicloide. Por lo tanto son correctas Unicamente las
propuestas a, by c.



Eje instantaneo

4.2.11. La aceleracion de un punto de la periferia de una esfera que
rueda por una mesa:

a) SOLO TIENE COMPONENTE TANGENCIAL

b) SOLO TIENE COMPONENTE NORMAL

¢) SOLO PUEDE SER ANGULAR

d) ES NULA SI LA VELOCIDAD DEL CENTRO DE MASAS
ES CONSTANTE

¢) TIENE COMPONENTE NORMAL Y TANGENCIAL, SI LA
Vem NO FUERA CONSTANTE

SOL:
Un punto cualquiera P, distinto del c.d.m., de un sélido rigido de radio R, que
rueda por una mesa con una velocidad del c,d,m, VCM, y que esta localizado
respecto de ejes situados en el c.d.m. por un vector de posicion T, tiene una
velocidad respecto de ejes fijos en el suelo, que viene dada por la ecuacion
cinematica de velocidades:

dvp dvgy deo ., . drf' _ .

Como &p = =————+—ATHoOAr——=8¢y +tAAT'+OADAT
dt dt dt dt

Cuando P esta en la periferia, r'= R, y porrodar 8cy =a A R y el punto tiene

una aceleracion tangencial de modulo 2aR y una aceleracion normal o
centripeta de médulo @’R . Si el centro de masas se desplaza con V., = cte

resulta que dcy =0, y también a@=0 , por lo que el punto sélo tendrd

aceleracion normal.
La tnica solucion valida es la e.

4.2.12. Cuando un cuerpo rueda sin deslizar por una mesa, con
velocidad angular constante, podras decir que todos los puntos
situados a igual altura h sobre dicha mesa tienen:

a) EL MISMO VALOR DE LA VELOCIDAD LINEAL

b) LA MISMA VELOCIDAD ANGULAR

¢) LA MISMA ACELERACION TANGENCIAL

d) LA MISMA ACELERACION NORMAL

e) LA MISMA ACELERACION ANGULAR

SOL:

Considerando las cuestiones anteriores, la velocidad de un punto P de la periferia
de un cuerpo que rueda sobre una mesa, por ejemplo, un cilindro, situado en un
momento determinado a una altura h de la mesa, como se observa en el dibujo,
tiene una velocidad, que se puede expresar también, como una rotaciéon pura
alrededor del eje instantaneo, (que esta situado en la linea recta de contacto del
cilindro con el suelo, punto O), con velocidad angular ®. En este caso, si T es
el vector de posicion respecto del eje instantaneo, al tratarse de una rotacion pura
resulta para la velocidad de P, Vp =@ AT

Siendo @& constante, la velocidad lineal V, s6lo tendréan igual valor en aquellos

puntos que cumplan las siguientes condiciones: 1) el vector de posicion T sea el
mismo, respecto de cada punto del eje instantdneo, 2) estan a la misma altura
sobre la superficie de la mesa, 3) en el mismo lado respecto de un plano vertical
que pase por el eje instantaneo y que contenga al c¢,d,m, como se puede observar
en el dibujo, por ello la solucién a es incorrecta. La solucidén b es correcta pues
todos los puntos de un soélido rigido en rotacion tienen la misma velocidad



angular. En el enunciado de la prueba se dice que  ® = cte y en consecuencia

do ., .
o =E =0 y la solucion ¢ es incorrecta.

Como por otra parte la aceleracion tangencial a, =oxT =0 y al no haber

aceleracion tangencial la solucidon ¢ es incorrecta. En cuanto a la aceleracion
— 2 — . — . . « e e .

normal a, =-w"Ruy siendo —uy un vector unitario dirigido desde P hacia un

punto de un eje paralelo al instantaneo, y que pasa por el c.d.m. De manera que
solo los puntos con la misma altura h y situados al mismo lado del plano vertical,
tendran la misma aceleraciéon normal, y en consecuencia la respuesta d es
incorrecta.

4.2.13. Un cilindro de radio R, cuyo corte aparece en la figura,

rueda sin deslizar sobre una mesa, con ® = cte. Respecto de los

puntos , A, By C, podras decir que:

a) LA VELOCIDAD ANGULAR DE B SIEMPRE ES 0

b) LA VELOCIDAD LINEAL DE C ES DOBLE QUE LA DE B

¢) EL MODULO DE LA ACELERACION NORMAL DE A ES
IGUAL ALADEB

d) LA ACELERACION DE A ES DOBLE QUE LA DEB

SOL:

Como en el caso anterior, y aplicando los mismos argumentos, dado que en una
rotacion todos los puntos del solido tienen la misma velocidad angular, la
propuesta a es erronea. Respecto al punto B, como centro instantaneo de rotacion

con velocidad lineal Vg =0, Vo =V +®AR | siendo Veu la velocidad del
c.d.m. por lo tanto también es erroénea la propuesta b. La aceleracion normal o
centripeta de todos los puntos situados en la periferia del cilindro vale en

moédulo 0’ R y es la misma, por ello la propuesta c es correcta. En cuanto a la

aceleracion al ser o= cte; solo existe la normal que es la misma para todos los
puntos de la periferia, en consecuencia la solucion d es incorrecta..

4.2.14. En el estudio de la dinamica de rotaciéon de un cuerpo es
muy importante el concepto de eje instantaneo de rotacion. Si
supones una esfera que rueda sin deslizar por una mesa, su eje
instantaneo sera un eje:

a) QUE PASA POR EL CENTRO DE MASAS PARALELO AL
SUELO Y PERPENDICULAR A LA DIRECCION DE AVANCE
DE AQUEL

b) QUE PASA POR EL PUNTO DE CONTACTO CON EL
SUELO Y ES PERPENDICULAR AL MISMO

c) QUE PASA POR EL PUNTO DE CONTACTO Y ES
PARALELO AL SUELO

d) LUGAR GEOMETRICO DE TODOS LOS PUNTOS CUYA
VELOCIDAD ES CERO

e) PERPENDICULAR AL SUELO PASANDO POR EL CENTRO

DE MASAS Y POR EL PUNTO DE CONTACTO
SOL:
La velocidad de un punto M, V), , de un soélido que gira con velocidad angular

@ , que debera ser comun a todos los puntos, y cuyo centro de masas se desplaza
con velocidad Vi, serd : Vy =V +®ARy. Por lo tanto aunque la

velocidad angular sea constante, esta suma vectorial es distinta para los diferentes
puntos del solido y habra puntos cuya velocidad es nula. El lugar geométrico se
denomina eje instantaneo de rotacion. En una rodadura, son los de contacto con el
suelo, y el eje que los contiene, al tener la misma direccion que la velocidad
angular, serd paralelo a ella. Por ello las Unicas respuestas no erréneas son la c y
la d.



ESFERA

Hm.gcosp=
1.25€nf

4.2.15. Si queremos que una esfera de radio R, y masa m, ruede sin
deslizar por un plano inclinado, con el cual tiene un coeficiente de
rozamiento por deslizamiento de 0,2 hace falta que el angulo de
dicho plano g sea menor de:

a) 30° b) 35° c) 45° d) 60°

SOL:
En el esquema de la figura, observamos las fuerzas que actiian sobre el sistema
de la esfera. Descomponemos mg , en sus componentes paralela y

perpendicular, mgsen y mgcos /3, respectivamente.

La &, se calcularia a por aplicacion de la segunda ley de Newton:

mgsenf} — F
acm - Ingsenp — Ty @ .
m
. L 2mR?
LaFg ,através de: M =la; en valor modular R.F; = 5 a;
Fy = 2mRa: 2ma gy = 8y = S5Fx _ mgsen 3 —Fy
5 2m m

2 .
= 5F; =2mgsenf -2F; = Fy :M (i1)

Por otra parte para que exista rodadura sin deslizamiento la condicion es que
Fr < 4N = umg cos S . Sustituyendo el valor obtenido en (II).

2mg senfg
7
El limite esta dado por; f =35° .La respuesta correcta seria la b.

<pumgcosf; Deloquetanﬁ’<77ﬂ:0,7 ;- p=arc tan 0,7 = 35°

4.2.16. Situados una esfera y un cilindro de la misma masa, en lo
alto de un plano inclinado un éangulo B , al dejarlos libres

empiezan a rodar.

a) LA FUERZA DE ROZAMIENTO ES NULA.

b) LA FUERZA DE ROZAMIENTO ES IGUAL EN LOS DOS
CUERPOS

c) SEA CUALQUIERA EL VALOR DE B SIEMPRE HABRA
RODADURA SIN DESLIZAMIENTO

d) LA FUERZA DE ROZAMIENTO ES MAYOR SOBRE EL

CILINDRO QUE SOBRE LA ESFERA
SOL:
Para que un cuerpo ruede sin deslizar por un plano inclinado es necesario que
Fr <uN =pumgcosff, siendo S el angulo del plano inclinado. Como u
depende solamente de la naturaleza del cuerpo y de la superficie sobre la que
rueda, es comun para esfera y cilindro.
Los condicionamientos de rodadura para la esfera y para el cilindro son, tal como
se observa en la figura:

Para la esfera:
2 2
Mg gsen/ — Friestera) = Me@g 5 ReFreestera) = leE 5 1€ :ng Rg ;

5 FR(esfera)

2 . 2 2 .
Re FR(esfera) = g MeREag s I:R(esfera) = g MeReag = g Medg;ag = m
E



S5Fg 7
(esfera) .
Mg gsenf = FR(esfera) + Mg T = E FR(esfera) ’
E

2
FR(esfera) = 7mEgsenﬁ =0,286mggsenf < gmggcos S

Para el cilindro:

. . 1 2
Mc gsen — Fritindro) = Mcac 5 Re Frecitingro) = lcc 5 1c = 7 Me Re
1, 1 1
Re Frecitingro) = Emc Reac 5 Frcitindro) = Emc Reac = Emc ac

_ ZFR(ciIindro) . 2FR(ciIidro)
-

ac Mc gsen = Fgilindro) + Mc

=3F5, .1
me mC R(cilindro)

1
Fr(cilidro) = Emc gsenp =0,333mcgsenf < umggcos B

Como en el enunciado de la prueba mg=mc la  Freilindro) > Freestera)

Las solucion correcta es d.

4.2.17. Situamos una esfera sobre un plano inclinado 45° en
condiciones tales que ruede sin deslizar, y luego repites el hecho
con un cilindro del mismo material y radio. Para conseguir la
misma circunstancia, necesitards disminuir el &ngulo en
aproximadamente:

a) 4° b) 10° c) 15° d) 20°

SOL:

Si aplicamos el razonamiento de la cuestion anterior, para el caso de

desconocimiento del coeficiente de rozamiento minimo, para que no deslice con
dicho angulo de 45°:

Para la esfera %mE gsenp =0,286mggsenf < umggcos S ; tan f < 77#;
1<K 1> 22029
2 7

Consideramos este coeficiente de rozamiento como valor limite, y lo aplicamos
al cilindro, conservando los valores obtenidos al caso de un cilindro, y dado que
IC: mR?/2:

Tal como en la cuestion anterior

%mcgsenﬁ =0,333mcgsenp < pmegceosf

tan £ <3u=3(0,29)=0,87. El limite estd dado por este valor de la
tangente, de lo que; S =41°. Por lo tanto tendrds que disminuir en casi

cinco grados la pendiente del plano inclinado, siendo sélo correcta la
propuesta a.



4.2.18. Si situas una esfera hueca EH(corteza esférica) y otra
maciza E, del mismo material y radio, sobre lo alto de un
plano inclinado de longitud L, si ambas ruedan por €l sin
deslizar siendo el coeficiente de rozamiento p= 0,2, dirds
que:

a) LA FUERZA DE ROZAMIENTO SOBRE LA HUECA

mEH

@;

ES MAYOR QUE LA MACIZA PARA UN MISMO
ANGULO DEL PLANO INCLINADO

b) EL ANGULO MINIMO DEL PLANO INCLINADO EN
LA MACIZA ES EL DOBLE QUE EN LA HUECA

¢) LA VELOCIDAD CON QUE LLEGA A LA BASE LA
HUECA ES DOBLE QUE LA DE LA MACIZA

d) CUANDO LA MAS RAPIDA LLEGA A LA BASE, LA
MAS LENTA SOLO RECORRIO EL 84% DEL
CAMINO

SOL:
Los momentos de inercia respectivos de la esfera maciza y hueca son [g=2mR?/5 y Igz=2mR?%3. Aplicando éstos a la
formulas de los test anteriores.

Para la esfera maciza:

. . 2 2. 2 2
Mg 95en/S — Frestera) = MedE 5 ReFrestera) = le@E 5 lg = ng RE.  ReFreestera) = ngREaE
2 2 5 FR(esfera) 5 FR(esfera) 7
F =—MgRpag =—Mgag;, ag =——— mggsens =F +m———=—F
R(esfera) 5 ETEYE 5 EYE» “E 2mE H E g ﬂ R(esfera) E 2mE 2 R(esfera)
2 TH 0
FResfera) =7mEgsenﬂ=0,286mEgsen,B<ymEg cos tanﬂ<7=0,7 B =35
Para la esfera hueca
. . 2 2 . 2 2
Mgy 98NS — Freesterary = Men@er 5 Ren Freesteran) = len @en > len = EmEH Rew 5 Ren Freesteran) = EmEH Ren 2en
2 2 3FR(esferaH) 3FR(esferaH) 5
F =—Mgy Repy gy = —Mgyagy 5 &gy =———= ;M seng =F +Mgy ———==—F
R(esferaH) 3 EH "EH “EH 3 EH“EH > “EH ZmEH >Men g ﬁ R(esferaH) EH 2mEH 2 R(esferaH)
2 5
Fresterar) = 5 Men gsenfs = 0,4mgy, gsenff < uMgygeos f tan f < Tﬂ =05 B =26,6°

Como puede observarse el angulo minimo para la rodadura no es el doble en la esfera maciza que en la hueca. Si se trata de
una corteza esférica (espesor muy pequeiio) del mismo radio que el de la esfera maciza, es de suponer que la masa de esta
sea muy superior que el de la hueca

Asi: 0,4mgy gseng < 0,286mg gsenf3

Por lo tanto a y b son erréneas.

3 I:R(esferaH) _
2Mey

5 FR(esfera) _
2mg

El movimiento del c.d.m, a lo largo del plano inclinado, con angulo B, es un M.U.A,y las ecuaciones del movimiento

respectivas seran:

Para la esfera maciza: L = %(% gsenﬁjté ; Vg = % gsenp.tg; Vg = "g Lgsens
1(3 2 . 3 . 6
Para la esfera hueca: L =3 ggsenﬂ tEn s Vel =§gsenﬁ.tEH 5 Vey = ngsen/}

.. \' .
Dividiendo ambas: ——=1,09. Por lo tanto vg=1,09vgy., por lo tanto la propuesta c es erronea.
VeEH
Sustituyendo las velocidades respectivas se calcula el tiempo de recorrido:

Considerando las aceleraciones, seglin los valores dados: ag = %gsen/j’ Y agy = %gsenﬁ

10 5 . . .
el Lgseng = F gsenp tg, con el tiempo que tarda la mas rapida en recorrer la longitud L del plano, se lleva a la esfera

hueca para calcular la Lgy recorrida.



1(3 , 1(3 14L¢ 42
Ley =—| —gseng [tg =—| — |gseng. =—Lg =0,84L;, como se propone en d
EH 2(59 ﬂ] E 2(5)9 p Sgsens 50 E E prop



