.
o

4.4. CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR (continuacion)

b 4.4.13. Un paralelepipedo cuya altura h es doble de la arista de la base b,
se desliza por una mesa. Al cabo de cierto tiempo tropieza con el borde de
Y otra mesa desnivelada respecto a la inicial, volcando sobre ésta. Para que
odm esto ocurra la velocidad v que debera tener su centro de masas
h inicialmente tendra que ser en ms™', mayor que:
a) bg+/2,7 b) 4/0,37gb ¢) 4/2,7gb d) /3,7gb
Mientras que la relacion entre las velocidades del centro de masas antes y
) después de la colision debera ser:
al b 14 ol5 dL6
SOL:
(—\ En la figura esta representada por el corte rectangular de dimensiones b y h. Sobre ella aparece
N destacada una seccion que tiene por base b y por altura dy.
d}’ Dicha seccion dista del eje del c.d.m. la distancia y. Observe que y es una variable ya que la
/ seccion sefialada puede estar mas o menos alejada del c.d.m. Si se toma un origen de distancias
h deyenel c.dm. entonces los limites de la variable y son: -h/2 y +h/2.
~"cdm El momento de inercia de esa seccién es dI=dm-y?, siendo su masa dm =b.dy. o
o El momento de inercia de toda la chapa respecto de un eje perpendicular que pase por el c.d.m.
es la integral:
h h s h
2 2 2 b.h’
2 2 y c.Db.
H chm= jy dmzjbcy dy=6.b - =
b “h “h 3 |-n 12
2 2 2
La masa de toda la chapa es: O bh, si llevamos este valor a la expresion inmediata anterior resulta que el momento de
inerci I mh” _ mb’ Dad h=2b
inercia es: = = ado que h=2b.
cdm 12 3

Ahora habra que calcular el momento de inercia respecto al punto O, aplicando el teorema de Steiner. |O = |cdm +md?.

Calculando a partir del teorema de Pitagoras d.

2 2 2
(1] (2] 2
2 2 4

0 Sustituyendo 15 =1, +md’* =

b5 mb’ _Smb? _ 19mb’
4 12

Al chocar y girar con velocidad angular  alrededor de O, debera conservarse el impulso angular, L=1_‘o=rm'v y

h
por lo tanto, |, =—mv=bmv.

mb?

Sustituyendo, w=bmv.

Como la velocidad del c.d.m. después del choque serd v'= od resulta:

19

, 12v
Despejando @ = ——.

19b
12V b5 6vy5

C19b° 2 19

\"
Despejando — = =1,41, que coincide con la propuesta b
V65

Ahora bien, al tumbarse, la altura del c.d.m, aumenta en h’ y por lo tanto su energia potencial, a expensas de la energia

cinética de rotacion, por lo tanto.



mgh'=-—2—_ Como h'= d——:d—b:——b b ——1
2 2 2

W’ h b5 NG
2
19mb*

I 2 P
mgb ﬁ—l - 12 '(IZVJ = 12mv . Simplificando, y despejando
2 2 19b 38
J5

19gb| ——1
ol %

6

] =,/0,37gb , como se propone en b

La cuestion también puede resolverse considerando el giro respecto del centro de masas.

Ah%+b2 +mb2 AJ5b mb2

mVE=mV'd+ICMm:> mvb =mv o= mvb=mv——+
2 2 3 2 3
2
vb = mdﬁ mb 0= V=§bm+b—m:19b m=12_v
2 3 4 312 19b

Relacion entre velocidades

P v \/_b v 38
V:O) :—:1’4
196 2 v 125

Conservacion de la energia

2 2 2
Lol ot s mghsm Y MO Vo oh= 0,503v2 +0,133v2 =
2 2 141 3 361b

= 0,636V’ = 2gb(§—1} — v=,/0,37bg



4.4.14*. En las colisiones ya sean elasticas o inelasticas, entre cuerpos rigidos que se trasladan y

ruedan, la conservacion del momento cinético implica considerar:

a) LA VELOCIDAD DE TRASLACION Y DE ROTACION DE CADA CUERPO ANTES Y
DESPUES DE LA COLISION

b) EL PUNTO DONDE SE EFECTUA LA COLISION

¢) EL EJE DE GIRO DEL SISTEMA CAPAZ DE OSCILAR

d) EL CENTRO DE PERCUSION DONDE SE EFECTUA EL IMPACTO
SOL.:

Dado que el momento angular del sistema es constante: L =l,0, + RxMV ,y sélo habré de considerarse las

Sistema

velocidades de rotacion y traslacion antes y después de la colision. Unicamente es valida la respuesta a.

4.4.15. El centro de percusion, es un punto determinante de la cinematica del solido rigido sobre el que
acttian fuerzas externas. De €l podras decir que:
a) ES EL PUNTO DONDE ACTUA LA RESULTANTE DE LAS FUERZAS EXTERNAS
b) ES EL PUNTO DE INTERCESION DE LA LINEA DE ACCION DE LA RESULTANTE DE
LAS FUERZAS EXTERNAS CON EL EJE DEL CUERPO CAPAZ DE OSCILAR
¢) ES EL PUNTO DONDE LA FUERZA DE REACCION EJERCIDA POR EL EJE SOBRE EL
QUE OSCILA EL CUERPO, ES NULA.

d) ES EL PUNTO DESDE EL CUAL GIRA EL SISTEMA
SOL:
El centro de percusion es el punto del solido capaz de oscilar, tal que cuando se aplican fuerzas externas, no se produce
reaccion en el pivote sobre el que oscila, y por lo tanto el efecto de una fuerza sobre ese punto solo va a producir un giro
alrededor del centro de suspension. La propuesta correcta es la d

0._F 4.4.16. Dada la palanca didactica del dibujo, de masa m y longitud L, capaz de
JP A oscilar desde su extremo O, al aplicar una fuerza F, a una distancia de O, % de L,
] diras que la fuerza de reaccion que ejerce el eje de giro sobre la varilla en ese instante
| es:
] a) F/2 b)F/4 c¢) F/8 d) F/10
n SOL:
cdg fm LAl aplicar la fuerza F a una distancia a del centro de oscilacion, el momento que hace oscilar a la
™ ' ~ - oL . _ aF
] varilla ser&:M =la, o sea @A F =la. Realizando los productos vectorial , « =I—, y
lf_b u teniendo en cuenta que I de una varilla capaz de oscilar por un eje que pasa por su extremo es
FooH mL? . 3aF y
] | = .De lo que la aceleracion angular & = ——-, por lo que la aceleracion del centro de masas
SR mL
_ L 3aF
delavarilla=8.,, = —=—
2 2mL
Si aplicamos la 2* Ley de Newton al movimiento del cdm del sistema.
. = =, m3Fa 3aF -, (3a =
2F=ma,, =F+F'= =——. DespejandoF’, F'=| ——1|F . Como a=3L/4,
2mL 2L 2L

= _ 9 _ = _ IE y . . .
F'=|=-1|F= g Por lo tanto la fuerza F’ tiene el mismo sentido que F y es su octava parte

como se indica en c.



Consideramos que la fuerza F crea un momento Ap y aparece otro momento en O que denominamos
Ap’. La distancia de este al centro de masas el L/2 y la distancia de Ap al centro de masas la
designamos con b.

L 1 L
Ap—Ap=mv., ; Ap-b—Ap —=—mL’0 ; vy =0 —
p—Ap M p p > 1o M >
Operando:
Ap—Ap’ ,L 1 ALY L
————=vVoy ; Apb-Ap=—=—ml’—M ;v =0-—
m M p p > 1o L M 5
2 6 m 6 6 2
L
b —
= ap=—LCap ()
2
=L
3

Si b=L/6 F ase aplica en el centro de percusion y no hay reaccion en O
Sib>L/6 la fuerza aplicada en O es hacia la derecha

Como en nuestro caso b= (3/4)L>L/6 la fuerza en O es hacia la derecha..

4.4.17. Si la fuerza externa se aplica de la misma forma que en el ejercicio anterior, pero haciéndola a=
2/3 L, la fuerza de reaccion que ejerce el pivote sobre el cuerpo que oscila:

a) AUMENTARA Y CAMBIARA DE SENTIDO b) DISMINUIRA

¢) CAMBIARA DE SENTIDO d) SE ANULARA

SOL.:

El valor de la distancia al centro de masas es:b = %L _L = lL Aplicando la ecuacion (1) resulta que

la fuerza aplicada en O es nula. Corresponde a aplicar la fuerza en el centro de percusion. Por lo tanto la
opcion correcta es la d.

4.4.18. El béisbol, es un deporte caracteristico en el que se
A B C D estudia la colision entre solidos rigidos, aunque la pelota sea
ligeramente elastica. La bola debe golpear en el bate en un
OImnmmiW ) punto determinado, cuya intercepcion con el eje del mismo,

determina el centro de percusion, punto dulce o sweetpoot que

en el dibujo seria aproximadamente el punto:

a) A b)B c)C d)D

SOL:

El punto dulce o centro de percusion de un bate, es el punto en el que la mano no debe sentir fuerza de traslacion, y el
menor nimero de vibraciones producidas por la colision parcialmente elastica de la pelota, por lo tanto no puede estar ni
sobre el extremo ni en el punto de sujecion. Asimilando el bate de béisbol a un cilindro uniforme y de acuerdo con la
ecuacion (1), el punto debe ser C.



4.4.19. Un disco homogéneo de masa 10M, y radio R se encuentra girando sobre un eje que pasa por su
centro, con una velocidad ® .En un momento determinado cae sobre ¢l, una masa M, quedando
adherida a su superficie y a una distancia d del eje=R/2. Diras que la velocidad del disco después de la
caida sera:

a) 16w/17 b)20w/21 ¢)2w/3 d)2w/5

SOL:
Dado que debe conservarse el impuso angular del sistema, y considerando la masa M que cae como puntual

2
MoR =5MR?

lyo= ( I, +Md? ) @'. ustituyendo los valores, teniendo en cuenta que |, =

2

MR 21 20
5MR’w = (SMR2 + ja)'. Simplificando y operando: 5@ =Ta)" de lo que @' =Ea) , tal como se propone

enb.

4.4.20. Se dispara una bala de masa m con una velocidad v, sobre un
disco de masa 98m, y radio R=1m, en reposo capaz de girar por un eje
que pasa por su centro. La bala queda incrustada en la periferia del disco.
La velocidad con que girara el sistema bala disco después del impacto
serd en rad.s

a)v/10 b)v/100 c¢) v/50 d) v/l

Mientras que la energia perdida en la colision inelastica es respecto a la
inicial el:

a) 50% b)49% ¢) 99%  d)98%

SOL:
Se trata de una colision ineldstica y no se conserva la energia, aunque si. el momento cinético o angular. Por lo tanto:

98mR?

Vv
Rmv = ( I+ mR? )a); Rmv = ( + msza) =50mR*® . Simplificando y despejando @ = SR’ por lo que

\ -1
numéricamente @ =—rad.s™ , como se propone en c.

La pérdida de energia, debido al trabajo de deformacion Q, que experimenta el sistema sera la diferencia entre la energia

o . mv’>  1(98mR’ 2| 2
cinética inicial y final, después de la colision: Q = 5 _E 5 +mR” |w”.

2

2
mv- 1 v
Operando y teniendo en cuenta el valor de la velocidad angular: Q= > —ESOmR2 (ﬁj

SimpliﬁcandoO,5mv2—O,Olmv2 =0,49mv>. Por lo que dicha cantidad respecto a la inicial sera

2
100 0’49—mV2 =98% , como se propone en d.
0,50mv



4.4.21. Una palanca didéctica (varilla con orificios) de longitud L, y masa m, se suspende de su orificio
central y se sitlla horizontalmente, en ese momento cae un chiche de masa m/100, desde una altura
h=2L, quedando pegado en el extremo de la varilla. De este hecho deduciras que la velocidad angular
con que oscilard la varilla en este instante, en unidades del sistema internacional, sera de
aproximadamente:

a) o,soo\P b) 0,415\P ©) 0,116\/E d) 0,235\P
g g g g

Mientras que el trabajo de deformacion experimentado por el chicle seré respecto a la energia que tenia
un:

a) 100% b) 67% ¢) 97% d) 82%

SOL:

Es evidente que no debera conservarse la energia del sistema chicle-palanca didactica ya que se trata de una colision
inelastica y por otra parte el impulso angular que proporciona la caida del chicle sobre el extremo de la palanca didactica,
debe proporcionar el impulso angular del sistema palanca-chicle cuando comienza a girar con una velocidad angular . Por
lo tanto, en el instante de la colision, la variacion de energia potencial que experimenta el chicle, sera igual al aumento de la
cinética de rotacion que experimenta la palanca-chicle, (considerando a éste como una masa puntual , que cae a una
distancia d= L/2 del eje de giro) + el trabajo de deformacion experimentado por el chicle en la colision inelastica Q. Asi:

2 2
%g 2L—%w + Q. Teniendo en cuenta que I = I, + Mpicre.d*; 1Oog ; n;lz_ +%(%) @ +Q

Por otra parte la conservacion del momento angular cuyo modulo, m*v-r=Ig . -® exige que:

m Lj mL> m (L)2
: —v| == +—| =
100 \ 2 12 100\ 2

La velocidad v se puede calcular aplicando la conservacion de la energia al movimiento del chicle

m 1
Energia potencial = Energia cinética del chicle. 100 g.2L = 3 mv ,delo que V=./4Lg

2 2 2
Sustituyendo su valor en el momento angular, %\/4“\2} (%) = nl]; + %(Ej = (%j w

2 1200

\/7 =0,116

103L

Simplificando y despejando la velocidad angular: @ = , que corresponde a la propuesta c

Para calcular la pérdida de energia en trabajo de deformacion del chicle Q, se despejard en la expresiéon primera
sustituyendo el valor de la velocidad angular

2 2
Mmoo tfme +£(£] 01 0:

100 2( 12 1002
2 2 2
Q=T goL LfmL, m (LY |f0.1167g)_19417mgL
100 2| 12 100\ 2 L 100

Para calcular la fraccion de la energia del chicle que se transforma en trabajo de deformacion, dividiremos por mg2L/100
Asi E=0,97 , o sea el 97%, tal como se menciona en c.



4.4.22%*. Una bala de 40g y velocidad 20m/s choca y se empotra sobre una barra de 960g y 1m de
longitud en su extremo inferior. La barra es capaz de oscilar sobre un eje perpendicular al extremo
opuesto. De los fendémenos que ocurren dirds que debido a este hecho:

a) LA VELOCIDAD ANGULAR CON QUE SE MUEVE EL SISTEMA ES 2,2 rad/s

b) LA ENERGIA PERDIDA EN LA COLISION ES 7,117

¢) LA MAXIMA ALTURA H QUE ALCANZA LA VARILLA ES 0,50 m

d) EL PERIODO DE LAS OSCILACIONES QUE REALIZA DESPUES, ES 1,34 s

SOL:

Operando como en el caso anterior, aunque en condiciones numéricas, considerando la bala como una masa puntual m,
tendremos que al conservarse en el instante de la colision el momento angular: Lmv= Iw. Como oscila desde un extremo,
I de la barra de masa M, es [= ML%12 + M(L/2)>= ML?%3

ML
mvL =( 3 +m ( L)zja) ;. Sustituyendo los valores en el SI. .(40/1000) - 1-20 = [(960/1000).1%/3 + (40/1000).1%]. ;

0,8 =0,36m; ®=2,22 rad/s. Siendo 0,36 el I, del sistema varilla-bala en unidades del ST (I).

La variacion de energia en la colision, o trabajo de deformacion Q = E mv’> — E lo® . Sustituyendo :

Q = (40/1000).20%/2 - 0,36.2,22%/2 =8 - 0,889 = 7,11 J.

La méxima altura alcanzada por el c.d.m.del sistema, se calcularia a través de la conservacion de la energia mecanica,

1
después de la colision mgH =—1 »° , siendo H el aumento de altura de la posicion del c.d.m. del sistema después del

choque, hasta que alcanza el punto mas alto. Asi 0,888 = [(960+40)/1000].9,8.H; H=0,888/9,8 = 0,0906m
La opcion c) es incorrecta.

Una vez que la bala esta incrustada en la barra determinamos la posicion del centro de masas del sistema barra-
barra respecto del centro de suspension

L
MMl 0,960-0,5+0,040 1

M +m 0,960 + 0,040

Toon|— oy | 036 6
(M +m)gd 1-9,8-0,52

d =

=0,52m

La opcidn d, es incorrecta.



